不 定 方程 的 整 
数 解 和 填 数 法 


dais 


p 


x^ 十 y"= z* 


ax tbxy *tcy -M 


海南 出 版 社 


ISBN 7-80590-539-8 


| ---- 


9 787805 905396 


HESH 


不 定 方程 的 整数 解 和 填 数 法 


Sg 5 


海南 出版 社 


( 琼 ) 新 登 字 03 号 


责任 编辑 K 5 
封面 设计 ΑΤΕΙ 


不 定 方程 的 整数 解 和 填 数 法 
55 Ἔ 


海南 出 版 社 出 版 发 行 
海南 农 昌 报社 印刷 厂 印刷 
850X1168 毫米 1/32 开本 14.5 印张 350 千 字 
1994 年 10 月 第 1 版 1994 年 10 月 第 1 次 印刷 
印 数 1 一 3000 册 
ISBN 7—80590—539—8/G - 36 
定价 :20.00 元 


ο. 


ΠΠ 
πι πα ασε 
ΜΦΑΜΗΑ. PER 
污 于 广东 省 立 琼 岩 师范 
SEITE RE E EIS US 
任 小 学 校长 ,中 学 教员 、 
行政 机 关 秘 书 等 职 。 五 
十 年 代 曾 受聘 为 北京 、 
武汉 .广州 .海口 等 市 的 
一 些 报刊 的 特约 通讯 员 
和 特约 记者 ， 名 次 发 表 
文章 。 现 在 海南 省 总 工 
会 担任 文秘 工作 。 

UE LEL EDE 
考 是 他 多 年 利用 业余 时 
间 经 过 刻苦 钻研 而 写成 
的 。 


前 ἢ 


本 书 共有 两 部 。 

第 一 部 《不 定 方程 的 整数 解 》 是 专门 讨论 解 不 定 方程 的 方法 ， 
其 中 的 一 些 解法 有 别 于 经 典 名 著 ， 也 如 社会 上 人 们 常 说 的 “ 旁 门 
左 道 ” 之 类 。 

不 定 方程 的 内 容 非常 丰富 ， 我 国 古代 数学 家 所 写 的 《孙子 算 
HO. ΟΤΑ. (ORN 等 等 都 属 不 定 方程 ,为 人 们 所 喜爱 。 
数论 是 数学 的 皇冠 ， 不 定 方程 在 数论 中 占有 重要 地 位 ， 近 代 人 所 
研究 的 哥 德 巴赫 猜想 和 费 马 大 定理 就 是 不 定 方程 中 层次 较 高 的 一 
部 分 。 研 究 费 马 大 定理 ， 经 过 三 百 余 年 ， 直 至 今日 ， 这 一 命题 才 
被 英国 数学 家 、 美 国 普林斯顿 大 学 教授 威 尔 斯 给 予 解决 ， 哥 德 巴 
替 猜 想 则 还 在 继续 研究 中 。 我 国 数学 家 陈景润 、 王 元 等 人 都 在 此 
研究 中 取得 很 大 成 果 . 自居 世界 领先 地 位 . 但 是 还 没有 最 后 解决 ， 
世界 数学 家 都 为 此 历尽 艰辛 付出 很 大 代价 。 在 研究 这 些 课题 的 过 
程 中 ， 有 人 总 想 从 不 同 的 角度 或 从 不 同 的 侧面 试图 证 明 命题 的 正 
确 性 。 本 书 不 定 方程 的 整数 解 部 分 从 第 三 章 起 所 探讨 的 多 元 高 次 
不 定 方程 ， 也 曾 作 此 尝试 ， 即 使 不 能 达到 目的 ， 但 书 中 所 列举 的 
一 些 解 的 表示 式 ， 仍 不 选 为 研究 不 定 方程 这 - -长 河中 的 一 些 重要 
部 分 因此， 它 可 供 有 志 钻 研 不 定 方程 的 人 们 学 习 和 参考 。 

第 二 部 《 填 数 法 》， 是 专门 讨论 把 一 个 直 、 横行 格 数 相 等 的 方 
形 图 ， 用 不 同 的 正 整数 十 入 格 中 ， 使 不 论 是 直行 、 横 行 、 斜 角 行 
每 行 数字 之 和 或 每 行 数字 之 积 都 相等 的 填 数 法 。 填 数 在 我 国 已 有 
悠久 历史 ， 著 名 数学 家 华罗庚 、 陈 景 泣 都 曾经 研究 填 数 ， 而 且 还 
从 中 引发 出 一 些 比较 重要 的 数学 命题 。 填 数 是 一 种 技巧 ， 逮 辑 性 


很 强 ， 它 可 提高 人 的 推理 能 力 ， 使 人 变 得 更 聪明 ， 特 别 是 菜 些 填 
数 已 引起 大 、 中 、 小 学 生 和 老师 以 及 从 事 数 学 研究 工作 者 的 极 大 
兴趣 。 本 书 的 填 数 法 ， 即 使 繁杂 一 些 , 但 仍 可 供 广 大 读者 的 学 习 、 
参考 或 作为 一 种 课外 读物 ， 作 者 希望 它 能 起 到 抛砖引玉 的 作用 。 

由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 错误 难免 , 县 请 广大 读者 给 予 指正 ， 
不 胜 感谢 。 
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B 二 元 一 次 不 定 方程 的 讨论 


先 从 二 元 一 次 不 定 方程 的 整数 解 谈 起 。 在 不 定 方程 
ax —b5y —- M [95] 
式 中 ,a 和 6 是 零 以 外 的 整数 ,它们 可 以 是 正 整数 ,也 可 以 是 负 整 
数 , 这 里 只 讨论 它们 是 正 整数 的 时 候 ;M 是 整数 ,z 和 y 是 要 求 的 
整数 ,这 个 不 定 方程 ,不 是 随便 都 有 整数 解 的 ,现在 讨论 于 下 ; 

M 是个 整数 ,M 可 以 等 于 0, 也 可 以 不 等 于 0, 现 在 先 讨论 が 
一 0 的 情况 。 


第 一 节 ”常数 项 M 等 于 ο 的 时 候 


ar—by—0 6) 
很 明显 ,(2) 式 有 一 组 整数 解 为 x = 0,y = 0,3 (2) RPH a 
和 4 是 互 素 的 时 候 必 如 果 不 互 素 , 即 (ae,6) = d 2 1E CO 式 写成 
ανα — by) = 0, REB SIE Ca b) 一 1, 故 不 妨 假设 (4,8) = 1,1 RU 
《2) 式 的 一 切 整 数 解 的 表示 式 是 : 
z= bk,y = ak, p k REREN. 
证 : 将 (2) 式 移 项 为 


ar = by (3) 
因为 (a,8) — 1, 故 有 aly 和 6|x, 由 于 aly 和 5|zx, 得 到 
y=am, テー の (4) 


EP τι ἯΙ n ΑΚ, LOO 代入 (3) 18: 
abn = bam, δὲ n = m, HF n = πε, ΒΓ δε 
k=n= m k= n= mA x. 


z=bk, y=ak 65 
以 (5) 代入 (3) 得 : 
abk = bak (6) 
由 (6) 式 得 知 ,(5) 是 (3) 的 整数 解 ,并 由 (6) 式 同時 得 知 , 当 取 を 等 
于 任意 整数 时 ,都 能 满足 (3) RHO 是 (2) 式 的 一 切 整数 解 的 表 
RR ΠΠ k = 0, 士 1]， 士 2 ,并 由 (5) 式 得 知 ,(2) 式 的 一 切 整 
数 x, 都 是 5 的 倍数 , 同 理 , 一 切 整数 y ip a 的 倍数 。 


二 节 ”常数 项 M 等 于 0 以 外 的 整数 的 时 候 


再 讨论 (1) 式 中 ,2M 等 于 0 以 外 的 情况 
(— 35 a|M 或 51M 的 时 候 
(D 式 中 ,如 果 aM , 则 容易 得 到 (1) 式 有 一 组 整数 解 是 : 
ze M y 一 0, 那 么 ,(1) 式 的 一 切 整数 解 呢 ?因为 41M, 故 有 0 一 
Mn 是 整数 ,将 av = M 代入 (1) 式 得 :ar 一 by = av, 移 项 为 ; 
alx -- v) = by (0) 
由 (7) 式 和 第 一 节 引 理 得 到 :y — aber = v 6。 


ΕΕ DRP AROM WA w = M,v' 是 整数 ,也 可 以 
由 第 一 节 引 理 得 到 xz = δέ,γ --υ H akk REBER. 


(5 M M — ct dale a bld 的 时 候 


OAP MRM 一 c 十 d,c 和 4 也 是 整数 , 当 alc,6l4 时 , 则 
CO 式 的 一 切 整数 解 的 表示 式 是 : 


=£ 2-4 
απ Ἔδε y=- $ +ak 


证 : 由 于 alc 和 bld, 故 有 
an=c, bm=d (8) 


和 mw 也 是 整数 ,将 (8) 式 代 入 (1) 式 得 : 
az — by =c + d = an + bm, 移 项 得 : 


alx — n) = δ(γ + m) (9) 

由 第 一 节 引 理 和 (9) 式 可 得 到 ， 
x =n + bk y=— m + ak (10) 

4 c 24 
Μπ παπά GD 


αυ 起 代入 (10) Afro f γ-- Da 
任意 整数 。 


《三 ) 轧 转 相 除 法 的 原理 


当 (1) 式 有 0 M b < 之 a 的 时 候 ,或 兼 有 适合 (一 ) 或 (二 ) 
的 条 件 的 时 候 , 虽 可 以 用 (一 ) 或 (二 ) 的 引 理 求解 ,但 是 如 果 ab 
好 数位 多 [ 即 数值 大 ] 要 把 M 分 为 适当 的 < 和 < 就 很 困难 ,我 们 假 
Plab) = 1, 根 据 驾 转 相 除 的 原理 , 当 a 之 2 时 ,可 得 < 一 一 六 ， 
是 整数 ,以 下 ga…… 也 是 整数 ,7 余数 ,以 下 τετ 也 是 
余数 , 当 5 之 ri 时 ,可 得 6 一 ngo σεντ 这 样 驾 转 相 除 下 去 , 必 
BUB ra — nea m ro EB γενν 二 0, 表示 1,2,3,…n, 因 为 (a， 
ὁ) = adr = 1, XA GU = Gm On) απο 
Guard ο ο. L8 Goorc o rl 
ο αμ σολ μμ ο 
rom S rix d RAF ron — niim d GEAR nuns 一 
Team bnomieteyeyect 都 是 整数 ,这 样 逆 推 上 去 , 则 必 有 
ar 一 by = 1, 故 得 知 , 当 (a,6) 二 1 时 , 则 必 有 zz 和 > 两 个 整数 满足 

ax — by — 1. 

如 果 (1) 式 中 ,a Ἡ ΑΚ ECC SR ΙΒ (α,δ) m d 79 1. 
那么 ,经 过 驾 转 要 除 ,必然 有 — d, 因 此 ,必然 有 ar’ 一 by =d, 
由 此 可 知 , 只 有 dM, D 式 才 有 整数 解 。 


证 : ED Gu =d, WH a — sdb = bd HERA C 
得 adr— δν -- Μ 

即 d(Giz—bdy-M a2) 
3E (19) P abd — 1, 如 果 M 不 为 4 整除 ,显然 (12) 式 就 没有 
整数 解 ,这 也 和 5x = 12 一 样 ,12 不 为 5 整除 , 故 没 有 整数 解 .由 此 
fn. CO 式 中 如果 (@, の ) — 1, 则 无 论 M 等 于 任何 整数 ,(1) 式 都 
有 整数 解 , 如 果 (a,5) = d, WRK 21M 时 ,(1) 式 オ 有 整 数 解 。 


《四 ) 关于 不 定 方程 cz — by = MM 式 的 一 切 整 数 解 的 表示 式 的 
推理 


假设 (1) 式 (4a,5) = 1,【 不 然 的 话 , 由 (a,6) -- 42 1, ΠΙΟ 


式 的 两 端 ,同时 约 以 4, 得 到 4 -- ον ag ανα ee 


数 , 故 可 以 假设 (a,6) = JAER EA O 式 的 一 组 整数 解 为 ;z 
5 M4,y = MB, 则 它 的 一 切 整数 解 可 由 下 式 表 示 出 来 : 
x —MA-bk, y=MB+ ak 
Lice H k= O0, 1, M 
W: 因为 x = M4,y = ME 蚌 (1) 式 的 一 组 整数 解 , 所 以 有 


aMA — 6MB = M a3) 
由 (13) 式 和 (1) 式 得 到 gz 一 =aMA 一 ὑΜΒ, ESPERE RS 
alz — MA) = b(y — MB) a4 


由 第 一 节 引 理 和 (14) 式 可 得 到 ， 
xc MAT y=MB + ak 
故 (四 ) 的 引 理 得 证 。 


{五 ) 驾 除 横 式 的 讨论 


根据 以 上 各 点 的 引证 ,得 知 (1) 式 的 演 解 程序 是 ,首先 要 求 出 
aA —6B = 1 RPH A B. BERRA OO 式 整数 解 z 和 y, 但 是 
4 


要 求 出 4 和 8B 却 要 借助 于 轰 转 相 除 法 ,如 果 (1) 式 中 が 等 于 1 , 则 
把 a,6 两 数 轧 转 相 除 ,直至 最 后 的 余数 等 于 1, 但 如 果 太 大 于 1, 郑 
么 ,在 驾 转 过 程 中 , 当 出 现 的 余数 7 ,r…, 其 中 轮 序 所 得 的 余数 x， 
恰好 能 整除 M 时 KF 这 里 i = 1,2,3…… 可 则 可 以 求 出 (1) 式 的 整数 
解 ,而 不 必 再 继续 驾 转 相 除 ,以 免 浪 费时 间 ,因此 ,分 别 讨论 于 下 

$1. i£ αΑ-- Bsn (15) 

为 了 方便 起 见 ,将 2,5 TARERE RN Τσ, ΒΓ 
叫 辑 除 行 式 : 


a — b — 


n 表示 < 一 ニム v) 
[t 811 9RER (1254) Ἢ — δη, BD ZEE PAR ΠΠ, ἘΔ“ 
二 横 线 , 左 横 线 上 的 数 , 表 示 乘 左 数 , 右 横 线 上 的 数 ,表示 乘 中 间 
数 , 驾 除 行 式 每 行 的 未 意 是 : 左 横 线 上 的 数 乘 左 数 ,其 乘积 除 以 中 
间 数 ,将 取得 的 不 完全 商 写 在 右 模 线 上 , 右 数 为 余数 ,因此 , 15) 
式 可 用 加 除 行 式 表示 为 ; 
A B an 
EBRED 式 和 (V) 式 对 照 , 可 得 到 (15) RP: 
A-1 B-q 
Hn LM fO Qu) 的 引 理 , 故 得 到 (1) RGS RARER τι 
恰好 能 除 尽 M) 的 一 切 整数 解 的 表示 式 : 


πετ pU bk 
τι 1 
=M Ma 
ry 4) 
ἐ-οΕ1νΕΆνοτο- 
$2. 再 計 輝 e4 一 婦 デ ニー ち (16) 
Q8 式 表示 (1) RARER RMA rM 
ΜΜΑ, 
—— 表示 4a 一 gb 二 7 ① 


5 nrn 表示 5ーg ロ デー の $ 
将 外 式 代 入 回 式 得 :8 — (α — eq — n 

将 上 式 整理 得 :5(1 十 gx) na = 

将 上 式 的 二 边 辐 时 乘 以 一 1 得 : 


qa — bl qug => n 
YS EXOHSRERTIGOM ESOS A: 
α idm o, Qu 


注意 ;由 于 以 上 演 解 和 整理 ,又 因 二 边 同时 乘 以 ~ 1, 所 以 上 
式 [ 轻 除 行 式 } 的 右 数 是 一 n 
将 (16) 式 用 轰 除 行 式 的 形式 写成 ， 
a 4 5 — fg (441) 
将 以 上 (V4) 和 (CH,) 对 照 ,可 得 到 (16) 式 中 :A 二 g，B 二 1 十 
qn. HE rM 和 (四 ) 的 引 理 ,得 到 (1) 式 [ 指 经 过 二 次 轰 除 而 有 
六 | 好 于 的 一 切 整数 解 的 表示 式 为 ， 


24M μμ... aM gi 
=r τα 
y= ΕΜ μμ... Ot ο Vo 
or τε 
k=0, El, +2 
$3. aA—bB=n an 
(17) 式 表示 (1) RERREK , 即 有 riM 
RRITAR: 
a-i-b— S 表示 g 一 2 ニム 8 
2 & 


n rnr τεστ mr τς τν 
HORRA O Rn — (ὁ — ang m rs 
TE GO 式 代入 © Ra — qb — [b — a — eu] ns 


e 6 


整理 得 :ea(1 + gg) — 6G: 十 d 9999) デム 


将 上 式 用 驾 除 行 式 的 形式 写成 ; 

1 十 の 9 の 9 tnt " QD 
将 (17) ΜΙΑ ηλ. 

A B 
a b rs [97/9] 


将 以 上 (Y:) RAH) 式 对 照 .可 得 到 (17) RP: 
人 4 三 1 十 gg B= g++ + gga 
Η n EM 和 (四 ) 的 引 理 ,得 到 (1) 式 [ 指 经 过 辊 除 三 次 而 有 
ra M] 的 一 切 整数 解 的 表示 式 为 : 


z= Lg LOT eM Cg 
rs ra 

y= EM 4 ok ~ rn d + ak 
: z 


k= 0, £1, t2 
现在 .我 们 把 $2. 讨论 的 (16) RRETA: 


ーー 


gi 


bon 


和 由 它 演 解 成 的 一 行 式 ， 


a p Latl 


ry 


来 对 照 ,从 中 找 出 一 个 容易 计算 的 演算 法 ,由 对 照 得 知 ,在 (16) 式 
ως ΣΠ ΠΠ ΣΣ ΣΠ 
qun ,就 是 绝 除 过 程 ,第 一 行 右 横 线 上 的 数 o 乘 第 二 行 右 横 线 上 的 
9 其 乘积 再 加 上 第 二 行 左 横 线 上 的 数 1 ,其 右 数 一 τε RERET 
行 的 右 数 , 但 要 由 正 号 改 为 负 号 ,这 是 因为 演算 过 程 ,原来 是 Al 
十 qzq1) 一 94 一 产 , 为 了 方便 起 见 ,用 一 1 乘 一 边 使 成 为 qia 一 1 
Fag) 盖 一 产 的 原故 ,由 此 得 知 ,将 绝 除 二 行 式 演 成 一 行 式 时 ,4 
和 EB 的 计算 是 :4 二 qu【 即 取 第 一 行 右 模 线 上 的 数 ]8 = gq + MERI 
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第 一 ,第 二 行 右 模 线 上 的 数 的 情 积 加 第 二 行 左 横 线 上 的 数 之 和 

以 上 由 二 行 式 演变 成 一 行 式 的 演算 法 , 暂 叫 驾 除 行 式 缩减 法 。 
根据 这 个 缩减 法 的 引 理 , 驾 除 三 行 式 也 可 演变 成 一 行 式 ,以 17 
式 为 例 ， 


l 

ο... | 

l 1 」 
gi 

! i 


ry-——-n— Ta 


Jb EGxmS qm ] 方 格 内 的 二 行 沉 成 以 下 方 格 内 
的 -- 行 : 


Αι B, 


由 报 除 行 式 缩 城 法 得 到 :A νο 
ΜΤΒ 
gs 


ado -Eon 


bo, hl y 


再 将 以 上 这 个 一 行 式 , 演 成 一 行 式 ， 
n 
ΒΕΡΟΙΑ = gg + 1.B — Gg. 十 1) 0 
并 取 右 数 再 改变 符号 为 mm, 故 得 : 


adm t1 y, eGe Εαν 


Wr CR ΕΡΕ EGER A HRR TRER AA 
最 后 如 下 的 形式 的 一 行 式 ， 
Α 

b Er, 


a~ 


这 时 ,如 果 “是 奇数 ,以 上 这 全 驾 除 行 式 的 右 数 了 EST 1 im 
Ea 是 偶数 , 则 取 - ΓΕΒ 

$4. ”图 阶 求 4.8 法 

为 了 计算 简 速 起见, 将 ab 二 数 轧 转 相 除 过 程 写成 驾 除 多 行 
式 ,再 按 这 个 多 行 式 绘 出 图 阶 .用 思 除 行 式 缩减 法 , 求 出 4 和 8B, 例 


し 4 


——— 


A.- m- 
ーー 


41 


fui r, 


Tei 


ELS DCDUIg E P IG rip NM rd Dd 
有 sh 都 是 1,【 当 然 ,如 果 有 售 左 时 ,就 要 如 实 写 上 ,以 后 再 专 
题 讨论 这 个 “ 倍 左 ” ΕΙ 

将 以 上 轰 除 多 行 式 写成 如 下 图 阶 : 
图 阶 一 [没有 售 左 的 图 阶 ] 


ga | Uki + ἔν = ky 


q | 418 十 下 一 k 
の | φι- Ἐν 
1 = を 


图 阶 二 (有 倍 左 的 图 阶 ) 


ha | ds | gaki + hsh, = ky 
ha | g | aiki + hk = ἃ 


lade = 
了 一 在 
Bü. α- tr 
UL ΕΕΒΕ [8 2ε ΛΕΡ d 11 5E ΜΑΗΝΕ τσ, 
A 


以 上 是 有 倍 左 的 驾 除 多 行 式 缩减 成 最 后 的 一 行 式 。 
CO 图 阶 填 写 及 计算 法 


1. 先 绘图 阶 ; 
没有 倍 左 的 图 阶 : 


A = kna b B= k, 


— 
T 


需要 倍 左 的 图 阶 : 


2. 将 驾 除 多 行 式 各 行 左右 横 线 上 的 数 a genns 
Fuse SERES REB ET BUS RENFE l 
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3. 用 缩减 法 的 计算 式 [ 即 以 上 图 阶 内 的 公式 :入 = gk 十 
ἀν-ον Βὲ kn 5 dakai 十 有 和 -zs 由 下 而 上 递 次 计算 填 和 人 图 阶 内 ; 

4. 写 完 图 阶 内 各 数 后 , 取 最 上 阶 内 之 数 即 如, 又 取 【 由 上 而 
下 I 下 一 阶 内 之 数 即 和-; ,分 别 为 缩减 成 一 行 式 时 右 横 线 上 的 8 数 
和 左 横 线 上 的 4 数 ,如 果 驾 除 多 行 式 第 一 行 左 横 线 上 有 倍 左 数 尹 ， 
ΒΑ S AE 

5. 取 右 数 x, 时 【 指 缩 减 成 最 后 一 行 式 的 右 数 3 要 注意 区 别 x 蚌 
奇数 或 偶数 而 写 上 正 号 或 负 号 。 


FIT ARRAREN 
【 即 余数 01 去 除 尽 4 的 演 解法 


现在 ,我 们 假设 (1) 式 中 ,M = Μι 十 Ms 十 3 如果 我 们 
已 分 别 求 得 以 下 各 式 的 整数 解 为 ， 


Tisas ο 

Bp ax, — by, = M, © 
az, ~ by, = M, 

arı by =M, , 

az, -- by, = M, [ο] 


WA O - Θϐ +⑧ -- 十 名 得 到 
ααι αν oan bone) by b ya H s bn δι ΞΜ Q9 
由 本 章 第 二 节 ( 四 ) 的 引 理 和 (18) 式 得 到 (1) 式 的 一 切 整 数 解 的 表 
示 式 为 ， 


11 


根据 以 上 道理 ,(1)》 式 有 以 下 解法 
M: ar—by=M 


ΜΜΑ: 
a—À a oe Ώ 
将 以 上 一 行 式 的 右 数 去 除 M( 即 MM 除 以 71), 取 不 完全 商 ;， 
余数 为 M - Sn 
Ak ERR 
bo, rms, {ΠῚ 
n i r — y Θ 


将 以 上 行 式 右 数 r 去 除 M 一 sr,, 取 不 完全 商 刀 余数 为 M 一 
sr — trs 


ΑΕΕ: 


ΚΗ 
Tei zi r, 


将 以 上 行 式 右 数 ~ 去 除 M 一 οἱ 一 tr,, 取 商 w, 余 数 为 0, 表 示 
M 已 被 除 尽 , 然 后 , 按 图 阶 计算 AMB. 
BOXE. aci Ios 
由 @O@ 式 得 ，4 一 全 bp 一 2 
d 09-05 得 ，4 一 3% 
故 得 到 (1) 式 的 一 切 整数 解 的 表示 式 为 ， 
x=] Χς-- A4: Aw + δὲ 
y =q,5 + By + Ba + ak 


b Fat 


trw 


以上 A, 和 B, 是 由 驾 除 三 行 式 用 图 阶 计算 法 算出 来 的 数 ,4。 
和 B, 是 由 驾 除 =” 行 式 用 图 阶 计 算法 算出 来 的 数 。 
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第 四 节 — 猎 除 横 式 中 的 倍 左 问题 及 其 应 用 


我 们 在 图 阶 求 4,. 引 法 中 , 曾 说 过 ,如 果 某 辊 除 行 式 , 它 的 左 横 
线 上 的 数 不 是 1 ,而 是 天时 ,就 是 说 有 时 候 ,要 把 一 个 整数 产 去 乘 左 
数 “就 可 以 使 辊 除 加快 【 或 顺利 ?进行 下 去 , 那 何 乐 而 不 为 呢 ?这 
就 是 倍 左 问题 ,现在 就 来 讨论 这 个 问题 。 

OD ΑΜΑ 


b —— 


中 .把 一 个 除 0 和 1 以 外 的 整数 疡 去 乘 左 数 ,叫做 倍 左 , 即 
α---..ρ---. 
RE LAS h (848 Coh DDM MA A ἘΠ γα A RRE 
证 SpA δ Ην ἡ = hd ovo ERER, ER DL OUR 
Drac PNE 
1. HUR A SET bo, BD A, 等 于 0, 由 第 二 节 (一 ?的 引 理 , 即 (1) 式 
只 有 M 为 2 整除 时 ,才能 取 x 等 于 0, 故 以 2 的 倍数 去 倍 左 ,没有 意 
X5 
2. 如 果 甩 和 5 互 农 , 则 由 第 二 节 ( 三 ) 的 引 理 和 (h,5) = 1, 而 得 
F Cah, b) |M , 故 知 凡是 和 活字 素 的 整数 都 可 用 来 倍 左 ; 
3. .如 果 (a,8) — 1 ,而 总 是 合 数 , 即 有 ， 
τὲ ὁ = あな な の な 为 素数 
WA 6 — pD 而 D, 一 pepeo pu 
b= pD: 而 D: = pipa pa 


5 — あの 。 ΠΡ. = ああ か の の あー 
WRR = puc ER Caf 0) — βι 
“是 除 Pp,……p, 和 这 些 素 数 的 倍数 以 外 的 整数 
13 


WER h = bc ” 则 有 (Cahs,6) = b. 
这 时 ,如 果 BM LUIS HERR Αι 倍 左 ， 
如果 ΡΜ, ΠΠ λε 倍 左 ・ 
如 此 等 等 ， 
由 以 上 三 点 得 知 ,在 驾 聊 行 式 中 ,用 以 倍 左 之 数 ,是 不 随便 选 
取 的 。 
附 : 用 倍 左 法 解 不 定 方程 [代数 多 项 式 】 一 例 : 
RE: (αὐ + 4r)A — (2 + 5)B = 3x — 15 B 
题 中 4 和 B 是 要 求 的 数 
h BRE K a= r t 4r, b= 22^ 4-5, M = 3r — 15. RER. 
行 式 是 


CENE 2a? 十 5 一 一 3x d» 
HORWERERM ESI BC S — 15 ARR 
2a? + 5 33r— 2 15 & 


将 名 式 的 右 数 去 除 MM 的 余数 一 15, 取 商 一 1, 因 这 行 展 第 二 
列 应 改变 符号 为 1,W BRRR. 

注 : 这 一 行 以 3 去 倍 左 ,3 是 DIS 3z 了 的 因数 ,本 不 能 倍 左 , 但 
BEERE GO 十 5),3x) 一 3| 一 15, 适 合 本 节 第 3 点 引 理 , 故 
可 以 用 3 倍 左 。 

818 得 到 < 一 一 Ar 

ΗΦΦ 二 行 式 有 : ιτ ἂν ἂν -- 2 

由 OO 二 行 式 有 图 阶 ， 

[| & eh = hak 
a| al a=k 


代入 得 : 
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2 m= +3X1 
3 |2z| 2r = k 


1-£& 
十 图 阶 计算 得 ， hh =2x2r , τσ) 3 Ὡς 
d 
由 ⑫ 式 得 , A-2. Έντα | o 
AORE: As ax. B. 247 - 3 


由 本 章 第 二 节 ( 四 ) 的 引 理 、 第 三 节 演 解法 和 O 式 ,得 到 不 定 
方 程 多 項 式 ⑬ dA m ax 2+ bk 
B = 2r + z +3 + ak 
其 中 不 是 任意 整数 或 任意 多 项 式 。 


第 五 节 。 另 一 形式 的 二 元 一 次 不 定 方程 的 整数 解 


(一 ) 


ar + by + cry = M (19) 
假设 (19) 式 可 以 分 解 成 如 下 的 因 式 ， 
(diz + may + m) = 0 (20) 


以 上 di di mum, 都 是 整数 。 
1. 如果 αι 1m dz Mon; JE (20) 式 的 整数 解 为 


z-— y=k 
2. 如 果 diens d, ym, WWE (20) 式 的 整数 解 为 : 


3. 如果 ἄν {m sd: m WE (20) 式 有 二 组 整数 解 ; 
15 
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y=& 
4. 如 果 dipa dz yon BUE C20) 式 没有 整数 解 。 
证 由 (20) 118: 


didizy + dimar + dymy + mm, = Ὁ 
将 (21) 改写 成 :aizrkdsy 十 ma) + πει(ά;ν + m)-0 
HOD RAE diy 十 πει 得: 
dr+m=0 Εα--- 
以 (23) 式 代入 (21) Xf. 
一 dymy — mm, + dmy + mm = 0 
HERRE mm, ΒΕ dymy = dmy 
My = kk EFREN 
又 将 (21) 改写 成 ， 
d,y(dyr + m) + mx + m) = 0 
将 (24) 式 约 去 dir 十 m i: 
dıy + mz = 0 即 ッ ーー 学 
» 
DA GO 式 代入 (21) Xf. 
— dun; + dım, 一 mm, + mum, = 0 
将 上 式 消去 mizna, 贸 下 dimzx 一 dyme 
故 zx 二 ,是 任意 整数 
由 以 上 得 到 ,可 以 以 (23) 式 和 (25) 式 为 依据 。 


(21) 
(22) 


(23) 


(24) 


(25) 


如 果 dlm dip RU C200 式 只 有 一 组 整数 解 , 即 第 1 s 
如 果 dip sdi |m IU (20 式 只 有 一 组 整数 解 , 即 第 2 点 ; 


TR d, os id, |m, JU C20) 式 有 二 组 整数 解 , 即 第 3 点 ， 
TUR dies diy C20) 式 没有 整数 解 ; 
故 本 节 之 (一 ) 的 引 理 得 证 。 


(二 ) 
假设 (19) RP, (a,8,c) 一 1, 则 (19) 式 有 以 下 的 解法 ， 
解 : 由 (19) 式 得 。 arcbory— Mo — by 


即 zle+ecy Ξ Μ-- ὃν (26) 
也 可 以 由 (19) R: by cry — M — ax 
HB. yon) — Mar (27) 


因为 (26) 式 和 (27) 式 都 是 由 (19) 式 得 来 的 , 故 只 要 求 出 其 中 
一 式 的 整数 解 就 行 了 。 

现在 只 讨论 (26) 式 的 整数 解 。 

假设 (26) 式 有 整数 解 , 则 a 十 cx 当做 一 个 整数 了 必 能 整除 
M 一 5 也 当做 一 个 整数 】 hFa cyl M — by ΠΟ (ή -- by. 
a+ cy) 一 4 十 cy 因此 ,有 以 下 引 理 ， 

设 。 和 5 都 是 整数 , 当 a = 95 时 [ 即 a 是 5 的 倍数 时 】, 有 (4,5) 
三 5, 于 是 可 作 以 下 驾 除 行 式 ,【 条 件 是 不 取 r = 01 

a («y 


bt- ela ο 


LÀ —— —À 
— ey 
neant etn n eem both. G2 
BAALEXTHRER E SUB Hp n λεω 
Ie] 1rd EISE dnd 是 158| 的 倍数 ,但 可 以 肯定 lr) 是 16| 的 倍数 ， 
故 有 


2b —— — — 8b 


nob * 是 整数 
设 “的 标准 分 解 式 为 ; 
Ta = Biber 


i? 


$i th — bubenb. 
な あか か 


ta = あの あー 
得 到 :7 = bs = pihs あな ちい いあ な 
BEA hottia Pi pz Piet s Pa (28) 


都 是 的 因数 。 
ειπα 
PLA Wès 


ΜΗΝ : 
由 (28) RA τ, 是 2 的 倍数 , 故 可 以 把 它们 立成 方程 式 ， 
ο ο ο - 
b= pb =t beb—ibaes4upeb—rzro (29 
由 于 以 上 这 个 引 理 , 因 此 ,《26) RAU Τσε. 


M — by —a + cy ——7, 
a+ cy ο 
TP — 直至 7,1, 痢 是 多 项 式 ,而 r, 


是 一 个 不 等 于 0 的 单项 常数 ,【 如 果 r. o 0, 那 就 一 定 是 腐 于 (20) 式 
所 讨论 的 范围 了 1 由 以 上 这 个 驾 除 多 行 式 ,我 们 得 到 a 十 cy 必 等 
于 六 的 一 个 因数 或 若干 个 因数 ,因此 ,把 ~ 的 全 部 因数 逐个 和 

4 十 cy 写成 以 下 方程 ; 

atby=tl, ži, Ehon Eto E pr Epit 4 θεν Er (30) 
在 (30) Fu QUHPER ELSE ,再 在 这 些 y 中 ,筛选 出 所 有 满 


是 x 一 式 者 ,它们 都 是 (26) 式 的 整数 解 ,因而 也 是 (19) R 
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的 整数 解 。 如 果 在 (30) 式 中 ,没有 > 的 整数 解 , 则 (19) 式 也 没有 整 
数 解 。 


Bj. R ert 25y + 7ry = 18 的 整数 解 

B: 原 式 っ rx(6 十 7y) = 18 — 25y 

ΒΞ ΠΕΠ TRRTR 
18 一 25y 一 6 十 zy ——3—36 — 4y 
6 エタ ーー36 一 ターーー42 十 3y 
36 ニタ ーー42 キョ ーー テー78 — y 


42 + 3y —18 — » 216 
276 HAR: -- 1, +2, +3, +4, 6, t12, +23, 
3446, +69, +92, +138, d 276, 
ER: + 7y 二 一 1; 则 y= 二 一 1 
6 十 7y 一 6, 则 > 一 0 
6 十 7y 一 69, 则 7 一 9 


6 + 7y 5 — 92,9 y —— 14 
将 ?一 一 1 代入 απ τρ 解 得 xz 一 一 43 
将 y 一 0 代入 απ EA 解 得 x 一 3 
将 ?一 9, 代入 απ ETIS aros 
将 ? 一 一 14, 代 入 = 解 得 工 一 一 4 
故 本 例题 有 四 组 整数 解 , 即 : 

[一 一 43 rz 一 3 

a tw -- 0 

ーー3 z=- 4 

ly =- 14 
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习 题 


1. 用 轧 转 相 除 模式 判 渐 下 列 不 定 方程 有 否 整数 解 : 
(D38z — 24y = 13 
(251r 一 39y = 4 
《3)121z 十 11y = 728 
2. 用 第 五 节 讨 论 的 方法 判断 下 列 不 定 方程 宜 否 整数 解 : 
(9r + 6ry — 10y = 18 
(2r 一 12zy 一 4y 十 7 一 0 
3. 求 下 列 不 定 方程 的 整数 解 ， 
(1D5xz 一 3y 一 0 
(2)12xz 一 7 一 5 
(3)13z 一 11y 一 1 
(4)177 一 8y = 36 
(5}8α + 5y 一 59 
(6)5z + 2zy — ἂν = 4 
(D3z 十 2zy + 13y = 23 
4. 有 一 个 二 位 数 , 左 数 比 右 数 大 3, 此 数 如 加 6, 则 等 于 13 的 
倍数 , 求 此 数 。 
5 有 个 二 位 数 , 这 数 如 加 3, 等 于 3 的 倍数 ,如 再 加 5, 等 于 5 的 
倍数 ,如 又 再 加 7, 等 于 7 的 倍数 , 求 这 个 二 位 数 ， 
6. 小 刘 把 若干 粒 棋 子 , 放 入 的 直 小 格 数 相同 的 四 方形 大 格 
图 , 先 放 入 一 个 小 格 数 较 多 的 图 , 则 棋子 尚 差 11 粒 才能 放 满 图 中 
的 小 格 ,如 将 棋子 重新 放 入 小 格 数 较 少 的 图 , 则 剩 下 模 于 6 $. 
小 刘 的 棋子 是 多 少 粒 ? 
7. 有 一 个 多 项 式 , 苦 以 37 十 5 除 之 ,余数 为 一 1, 车 以 2r 十 3 
除 之 ,余数 为 1, 求 这 个 多 项 式 。 
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8. 有 一 个 首 项 为 6x', 未 项 为 20 的 多 项 式 , 若 除 以 x? 十 5, 余 
数 为 47, 若 除 以 3x 十 2, 余数 为 x 一 2, 求 这 个 多 项 式 。 

9. 5 —4 BUS 132^ ,未 项 为 23 的 多 项 式 , 若 除 以 3z? 十 2z 
十 ? 式 , 风 余 式 为 硬 十 十 2, 若 除 以 47 十 5 式 , 余 式 为 二 一 并 
十 工 一 12, 求 这 个 多 项 式 。 


第 二 章 ”三 元 一 次 不 定 方程 


求 不 定 方程 
ax + by + cz =M a) 
式 的 一 切 整数 解 ,其 中 M 是 给 定 的 整数 
WES Φα Γόν-- (2) 
W 是 整数 ,以 (2) 式 代入 (1) RE: 
+e M (3) 


由 第 一 章 第 二 节 ( 四 ) 的 引 理 , 得 到 (3) 式 的 一 切 整数 解 为 : 
W -Μ-οξ, Ζ----β 


由 第 一 章 第 二 节 ( 三 ) 及 (四 ) 的 引 理 ,(2) 式 的 一 切 整 数 解 为 : 
AW BW 
En ーッ ニー ま こす の 


HW =M E GIA = LT bof 


_ AM + ο 
tr. 


NHW -- Μ RA -ν- 


ES 
s=- ο 4 a) (5 


を テー を (6) 


Tb (4) 
BW 


x 


十 ao 得 : 
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以 上 和 ww 是 任意 整数 ,4 各 是 以 a 和 5 用 驾 除 行 式 并 经 过 
图 阶 求 Α.Β 的 缩减 法 求 得 的 ,因此 《1) 式 的 一 切 整数 解 可 由 
WOO 式 表示 出 来 。 


3 Β 
1. 求 下 列 不 定 方程 的 整数 解 : 
(1)37+ 4y + 5z = 22 
《2)2z — 15y + llz = 33 
2. 有 一 些 三 位 数 ,数字 之 和 的 19 倍 , 比 数 值 大 9, 求 这 些 三 位 
数 .【 数 字 不 等 于 0】 
2. 某 人 百 钱 买 百 鸡 ,公鸡 七 钱 三 只 , 母 鸡 五 钱 四 只 ,雏鸡 二 钱 
ER RAN BOR ADR GE RT 
3. ERREGEN y BaT ΑΗ ΕΡΕ RS AREZ 
和 的 4 倍 , 小 珠 的 答 和 10 年 前 的 岁数 也 是 出 生 那 年 的 各 位 数字 之 
和 的 4 倍 , 问 这 二 位 爷爷 今年 各 多 少 岁 吕 今年 指 1993 461 
5. 有些 二 位 数 【指正 整数 了 这 数 如 加 3 等 于 3 的 倍数 ,如 再 加 
4 等 于 4 的 倍数 ,又 如 再 加 5, 等 于 5 的 倍数 . 求 这 些 二 位 数 。 
6. 有 个 二 位 数 [指正 整数 】, 左 数 比 右 数 大 6, 这 数 如 加 7, 等 于 
5 的 倍数 , 求 这 数 。 
7. 有 个 三 位 数 [ 指 正 整 数 】 ,数字 之 和 的 Αι 倍 比 数 值 少 7, 求 
这 数 。 
8. 有 些 二 位 数 【指正 整 数 】, 其 数值 恰巧 是 这 二 数字 的 乘积 的 
倍数 , 求 这 些 二 位 数 。 
9. 某 人 把 一 捆 树 苗 , 栽 到 一 块 正 方形 地 里 ,要 求 每 株 横 直 间 
LIST LI MUS SIE LIT NU PITE 
菌 总 数 。 
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vm 


SZE 多元 高 次 不定 方 程 的 探 対 


从 本 章 起 ,对 一 些 多 元 高 次 不 定 方程 的 整数 解 , 探求 新 的 解 
法 ,并 推导 出 解 的 表示 式 。 


第 一 节 ”求证 x = y 的 正 整 数 解 


求证 ダー デア a) 
式 零 以 外 的 正 整 数 解 [本 章 第 一 、 二 ,三 节 均 简称 “ 解 ”"1 由 下 
式 表示 出来 : 
r= y=k 2) 
其 中 是 任意 正 整数 ,a 和 是正 整 数 ， 
(a,b) = 1 


WE: (1) 式 中 ,车 (a,5) — 42» ib UD 
a = dE,b = dF {E F 是 正 整 数 】 
at = yirt sat yf 
MEF 一 1， … Rab 一 1 
HO) 式 取 {a,5) = m, BER En Oe CEER 使 其 满足 (1) 
AXdps-y-FdiTz—y-FdHEr-E 
(a,b) = 1. f (a,b) = πι.1Β5 ab = m.l x = K? = 
此 ,将 其 代入 (1) 式 验算 无 误 , 故 (1) 式 的 一 切 正 整 解 可 由 (2) RE 
示 出 来 。 


二 节 α 2013 = 21 ア 的 正 整 数 解 


求 ， 20z = 217? (3 
28 


式 的 解 。 
解 。 因 (3) 式 左 右 二 端的 系数 是 复合 数 ,要 将 其 进行 标准 分 
解 , 即 : 
20 -- 2 x5 
21 一 3X7 
得 到 它们 的 素 因数 :2,5,3,7。 
令 了 和 > 都 含有 这 些 素数 ,并 代入 (3) 式 做 如 下 的 配方 : 
H) 202 —21y— 

PZXSQUXSXx 3X 7 = 3 X TCZ xS x3 xTY (4) 
《4) 式 括号 内 的 指数 a,5,…… 都 是 待定 的 正 整数 ,经 计算 后 ,得 到 
和 (4) 式 括号 内 各 指数 的 对 应 数 如 于， 

P XBSQUXSU XS XT = 3 XIP XS xax 
因为 z 和 y 的 方 次 数 分 别 是 3 和 2, 故 (3) 式 解 的 表示 式 是 : 
aom QUU ox Sit x giten ye quet 
其 中 a AEREGEUIESBG: 二 1,2,3,4 


第 三 节 XU = 2 没有 正 整 数 解 


(5) 


du. 3z: 二 2y (6) 
式 无 解 。 
AES 由 本 意 第 二 节 引 理 和 (6) R RITH: 

3zt = Αγ» 

3G x30 = 2(2 x 303 e 
DRP: 
v BEL di M+ 1,88 d 不 是 整数 ， 


VE + 1 一 ,而 442c 十 1, 得 到 4 不 是 整数 ， 
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这 和 a buc d 都 是 整数 发 生 矛 盾 , 故 (6) 式 无 解 。 
第 四 节 求 ダ ー23 ア ー 257 的 整数 解 


求 不 定 方程 ;x? 一 23y 一 257 (8) 

式 的 整数 解 [本 节 中 , 均 简称 “ 解 ”】 

这 是 著名 的 斐 尔 方程 , 它 的 一 般 解 法 是 : 

FREA n o5 2304257) 的 诸 解 ,也 就 是 在 二 23 + 257h， 
r< ΕΕΤΤ 一 128: (9) 
中 求 适当 的 及, 使 23 十 257h 是 一 个 平方 数 , 令 天 经 过 0 委 话 所 


[器 ] cag RA CO 式 ,就 可 以 得 到 A = 13 时 ， 


r’? = 3864, Hl r = 58,5 = 13,2 =+ 1, 
故 解 方程 (8) 转化 为 解 方 程 

αἲ -- 2998 — 13 ao 
因 13 > V23, 故 再 求 

rj = 23 + 13h 的 诸 解 , 仿 上 法 可 得 : 


fl 
n6 hl hn = ο a 
故 又 转化 为 解 方程 
zi — 23y =l an 


再 用 连 分 ( 数 ) 法 解 (11), 即 ， 


VH e VH -4 一 
ΥΕ +4 4+4+ VH —4 
7 


H 1 


一 4 十 Ξ44 =4+ 
ユン 98 ユキ ーー ュ キ ーー 

7 V33 3 4+3+ 43-14 
3 1 
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= [4,1,3,118,] 


由 以 上 连 分 数 造 表 如 下 ， 
n 0 1 2 3 4 8 
[4 4|ilslilslilslils ] 
[a[i a|s |19] 24 [2H ] 二 
[ᾷΓο]τ]τἰε]6[ςαξΓ j| i 


EP, =1,P =a Qh = 09Θι = 1, 
P, = apa + PQ = aQ Qs i70 pbUn 


ο ο... 


Wa-asciStiag エー “τ 
7 E 2 
=]; = DB ・ 
2 " ET PT 
a = ἄνα = SS μη mł- X 
T 1 1 
u = l,a, 一 = ソ 23 aU 一 ， 
TT La DR FT 
ο = apis 5. 


因此 有 x5 23y = (— 1)"4νὲ RI 的 分 子 
1. 当 ぁ =1 ュ 時, 則 ア デー28 ゲ アー(ー17 テー7 
它 的 解 为 < デー も y-Q-L 
2. 34 η 一 2 时 , 则 妇 一 23 和 一 (一 1D22 一 2 
ἘΠΕ z=p=5 ys Q =l, 
3. M4 n= 3 Πε) αἲ — 23y! — C- l7 ニー7 
它 的 解 为 xr—5-—195 y=Q = 
4 Xn—ABUz —23 — (- D'1 21 
它 的 解 为 :-—b5h-2Ó y-Q-5 
5. n SEP, αἲ — 23 -- (一 1057 一 一 了 
它 的 解 为 r:-5-21. y= Q 一 44， 
故 得 到 第 4 式 , 即 (zs,2%) = (34.5) 是 (11) 式 的 一 组 解 , 它 的 一 切 
解 为 :zi 十 y V23 =t (24 十 5 V33)… 是 正 整 数 。 
于 是 代入 以 下 公式 得 到 ， 
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zolAÀXBwEnn 一 1X28X5 圭 6X24 29 xo 
[s 1 
hr try cix22r6x5 
= = : = 6, — δά, 
hh 1 


BG» 一 (29,6), 则 (10) x — B. 
αι + yı VZ =+ (24 5 V23)(29 x 6 23) 
" I cb (24 d 5 23) (359 t 54 V23) 
从 而 C8) 式 的 一 切 解 有 : 
1.z 十 yV23= 土 (2 十 5 29} (291 6 230058 + 235/13 
— 4d 5 28 (140 - 29 38) 
Lacy 18 =+ (24+5 VY(6 + V23)(58 T 33)/13 
. 一 土 (24 十 5 23) 5 + 4 23) 
其 中 :是 正 整数 。 
另 一 种 新 解法 ， 
将 (8) 式 移 项 为 
デー 257 = 283 
先 解 同 余 式 ， 
αἲ = 257zog23) = d (mod23) x = 2,21 0d 23) 
Bbr—ctoc23,-0,,2,8,« 


可 造 表 如 下 ， 
: olilzlsla|s|s 
z-2429 | | 2 |25|48 | 71 | 94 |117l140) ---- 
[PS atas] eo feoslarslseajga] ~ 


注 : 上 表 的 计算 方法 是 ;第 二 行 的 每 一 项 都 是 前 一 项 加 23， 
第 三 行 从 第 二 项 起 ,每 一 项 都 是 等 于 第 二 行 同 项 加 前 项 再 加 本 行 
前 项 , 那 从 左 起 周围 三 数 之 和 , 当 第 三 行 出 现 完全 平方 数 时 ,就 得 
到 (8) 式 一 个 解 , 如 (25,4),(140,29) 等 等 . 若 要 求 一 切 解 , 即 仿 此 
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方法 再 解 
a — 23y =1 (9Y 
可 得 到 (1,0),(24,5) 是 (9) 的 解 , 从 而 得 到 (8) 的 一 切 解 为 : 
1.x 十 V23 =+ (24 +5 V35'(25 + 4 v23 
2.2 + y V23 =+ (24 +5 23 (140 + 29 23 


第 五 节 3 αἳ -dy =M ,ar + bry tcy =M 
的 整数 解 的 讨论 ,其 中 M 是 给 定 的 复合 数 


CO — dý =M (A) 


1. (4) 式 中 , 当 M = nm 时 【包括 zz 也 可 以 是 素数 和合 数 』 
FBA αἲ 一 dy = n HAH ay) = lab) (13) 


z — dyi = m HARK Cry) = (ενα) aa 
则 (4) 式 的 一 组 解 为 xz 十 y Vd — (a «cb d Yc-- g Vd) 
将 (4) 的 解 式 展开 : 


(δν dctgs V d) — (a+ dig) + (ag + bo) ず ) ao 
证 :将 (12)(13) 的 解 代 入 自己 的 式 ,然后 将 二 式 相 乘 ， 
Μι (at — dbe — dg!) = ad 十 dig? 一 dagt — dte 
= (ec + dbg)? — 2dabcg 一 (ας + Pe) 
= (ac + dbg)? — dlae + bc? + 2gcg) 
= (ac + dbg)? -- d(ag + be)? 
πα” -- dy = nm =M 
由 对 照 知 x = ac + dbg,y = ag +b 
故 本 引 理 得 证 。 
2. CA) 式 中 , 当 M = jr 时 [包括 也 可 以 是 素数 和 合 数 】 
XU x -- di 一 的 一 组 解 为 (a1 十 各 Vd) 
则 (4) 式 的 一 组 解 为 (ha hb) 
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这 个 引 理 ,实际 上 已 在 1 的 证 明 中 证 实 了 ,比如 在 x 一 ἀγὶ-- 
把 式 中 ,就 有 一 组 解 是 zx, = hy, = 0, 由 上 引 理 得 到 (4) 的 解 为 : 
(αι tb, V d Yh 1-0 V d) = (hat hb), 

3 《4) 式 中 , 当 MM =S EEEBUE S STELROR URL GG RIED 
外 的 正 整数 了 

XH dy s HG + b Vd) 

则 (4) 式 的 一 组 解 为 (os 十 如 d» 

这 个 引 理 , 也 可 由 以 上 1 的 引 理 证 明 。 


(二 ) Ear + bzy boy = M (8) 


式 中 , 若 (38) 式 左端 可 用 “X 字 法 ”进行 因 式 分 解 , 则 将 M 分 写成 
二 个 因数 之 积 ,包括 1 也 是 一 个 因数 【因此 以 也 可 以 是 素数 ,比如 
M — ab = cd eg = ,然后 逐一 将 每 对 因数 分 别 等 于 左 端 二 
个 因 式 进行 演算 ,凡是 能 够 适合 求 出 + 和 y 的 , 风 都 是 (8) 式 的 解 。 
如 果 用 “X 字 法 ”分 解 比 较 困难 时 , 则 可 由 (CB) 式 化 为 
(ax + by)? — ty! = daM as 

ΗΝ (15) 式 中 的 ? 一 ぴー4gc,KCB) 式 中 左端 第 三 項 的 符号 如果 最 
“一 ” 则 :一 下 十 4acl, 而 且 上 z 必 等 于 一 个 整数 的 平方 数 ,于 是 经 过 
简化 后 可 写成 (ez 十 凡 y) Ca"z + oy) — M ,然后 再 用 上 段 的 方法 
求解 就 可 以 了 。 

MEB) 式 左 端 不 等 于 二 个 因 式 之 积 , 则 仍 将 它 转化 成 (15) 
的 形式 ,并 令 (2ax 十 by) — D, 写 成 D' 一 ty! = 49M ,最 后 按照 
(一 ) 的 方法 或 由 第 四 节 连 分 数 法 去 解 就 成 了 。 


习题 
1. 求 下 列 不 定 方程 的 正 整 数 解 : 
Dr -- y 
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(2}2α} = 3y 


(2r = 5y! 
2. 判断 下 列 不 定 方程 有 否 正 整数 解 : 
M3r = δν’ 


(2)9z* = 255? 

(3)24z5 = 35" 

(1212 = 85* 
3. Ha ESO M Bg Μο S — liy ニー? 的 整数 解 。 
4. 用 本 章 第 五 节 的 方法 解 下 列 不 定 方程 : 

(1}α’ — 23»! = 18 

(2102! — zy — 2y! = 16 

(GD3z! + Ταν — 8y! = 37 

(Dx! — 23y! —— 56 


第 四 章 ”关于 “奇偶 数 演算 法 ”的 讨论 


在 不 定 方程 中 ,把 要 求 的 未 知 数 , 代 以 奇数 和 偶数 去 进行 运 
算 的 方法 , 暂 叫 “奇偶 数 演算 法 ”。 
ax + δα + H = dy ] 
που (a) 
或 B 
的 不 定 方程 中 , 当 方程 有 解 时 , 设 ， 
zc 2x[ 或 2m 士 1]〗 y= 2n【 或 2n 土 1) (の 
将 (6) 式 代入 (a) 式 进行 运算 后 , 则 必 有 : 
m, = 0,n, = 0,8] m, = 0,n; = NS m, — Mn — Ον nm. 
nM N 都 是 整数 ， 
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第 一 节 R3 十 2z 4-19 = 23y 的 整数 解 


R3 + 2r + 19 = 23y i a) 
式 的 整数 解 。 
在 演 解 之 前 ,我 们 先 判 别 (1) 式 是 否 有 和 解 。 
将 (1) 式 代入 求 根 公式 , 即 
222+ V7 — 4x309 23y) 


2X3 
将 其 中 判别 式 整理 得 ゾー 224 十 12 X 23y 
令 盖 一 一 224 + 12 X 23y 
用 二 次 同 余 式 的 解法 : 
r =— 224Gnod2! X 3 X 23) 
r? =— 224 = 0(πιος 21) 
1 


三 一 224 = 1 (mod3) 
r zz — 224 = 6(mod23)- 
由 欧 拉 判别 条 件 OKEE RRELA: 
r? = (nod?!) 219, 
“= led do ニュ 
£X3,.(25($) = (3 


23 23' 23 23) 


r’ = 6n0d423)( 


2 
ο... 
故 知 (1) 式 有 解 , 現 用 “ 奇 偶数 演算 法 ” 解 之 。 
解 : 由 (1) 式 直 接 观察 可 知 , 当 < 是 偶数 时 ,y 是 奇数 , 当 x 
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是 奇数 时 ,y EAR ,简称 一 奇 一 侦 , 故 由 (1? 式 可 得 到 。 
6m? + 2m ~ 2 = 28η.» 8 + m— 1 = 23n (3) 
a zd + 8m + 12 = 23n-3m! + 4m + 6 = 23m (3) 
以上 由 (3) 式 得 到 (2) XXEBI CO 0D] 是 这 样 演算 的 : 
ΒΕ) 式 中 , 令 z= Zm.y = 2n 十 1, 代 入 (1) 式 整理 得 到 6m 十 
2m 一 2 一 23n, 又 由 观察 得 知 左 式 中 是 偶数 ,再 令 4 — 2m ,代入 
再 整理 得 到 3m 十 vr 一 1 — 23m【 即 (2) SR HE CD 式 得 到 (3) 式 
【 即 0Q)==(3)]】, 也 是 仿 此 方法 得 到 的 ,以 后 均 如 此 ,不 再 重 述 。 
6mi + mi ~ 12 = 23m (4) 
[n 
6n] + 7m, 一 10 = 23m (6) 


6mi + 4m, + 3 = 23n,7»3mí + 2m, — 10 = 23n, (6) 


(3)=> 
Smi + lm, — 5 = 23n=>3mi + 5m, — 14 = 23m (7) 
12m 十 m, — 6 = 23n, (8) 
CO j 
12m + 13m, 一 14 = 285, (9) 
12mi 十 7m, 一 5 = 23m ao 
(5)= 
12: + 19m, 一 10 = 23m, (11) 


6mj + 2m, 一 5 = 23n,»3mi + m, 一 14 = 23n a2 


COS eut ge. — 14 = 23h dmi + dm, — 7 = 23m (13) 


由 (10) 式 容易 得 到 :re ニー 1,0, 一 0, 并 由 此 逆 算 得 到 (1) 式 
的 一 组 解 为 : 
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z= 2m = 2(2m, + 1) = 4m, ο. 
=8XxX (=D +2=-6 
y=2n+ 1 = 22m) +1 = 4m E 1—4Gn Hll 
= δη, + 5 = 82m) +5 = lön +5=0 +555 
由 (13) 式 容易 得 到 :ms = lom κ SR 
又 一 组 解 为 : 


了 二 5 一 8X1 二 5 一 13 
r = = $n + 24 = 0 + 24 = 24 
[Co 式 其 余 的 解 略 了 
另 一 种 解法 : 


NS 将 (1) 式 代 入 求 根 公式 : 
p= 22t VE 4X 51 339 
2x3 


ー ニ 1 キマ ー56 十 69y 
3 


4r =— 56 + 69 
=r zm 56 = 13(mod69) 用 孙子 定理 可 得 >r =+ 17, 
+ 29(mod69) ΒΒ: τι = 17 + 691 11 r, = 29 + 69% 
BURCO 式 有 二 个 解 的 表示 为 : 
二 1+ (7+ 69D 
3 
_ T7 690* E 56. 


— QT 690? t 56 2 
y 69 69Η + 34: 十 5 


ーー1 土 29 十 69 の 
3 


_ (29 + 690) 十 56 
> 一 69 
其 中 上 一 0, 士 1， 士 2 
工 的 表示 式 中 的 * 士 ” 由 通过 整数 解 而 选择 。 


= 69r + 581 - 13 


34 


第 二 节 求 2x 1- 2αὶ }- ox 010 = 的 整数 解 


K: 2r + 2:3 γα 10-- y ao 
的 整数 解 。 
用 "奇偶 数 演算 法 ” 解 之 。 
Teo 由 (1) 式 直接 观察 可 有 , 当 上 是 偶数 时 ,y 也 是 偶数 , 当 了 z 
是 奇数 时 ,y 也 是 奇数 ,简称 同 奇偶 , 仿 第 一 节 : 
(8m? 十 4m +m + 5 — πὲ 


qus] 32m + ο. $ 
Sm? + 16m! + lim 十 7 = 2n? + 2n 
-»32mi + 80m + 67m, 十 21 — πὲ +n ae 
128z 十 112m4 + 33m, + 4 = πὶ 十 2m, 
ago 751M + 224m$ + 33m, + 2 = πὴ + m an 
128mi + 304z + 241m, + 65 = 2r 
—512mj + 1376mi + 1233m, + 369 = n? ag 
aes [H28md + 352m + 323m, + 100 = 2 + m ae 
128mj 十 352m4 + 323m, + 99 = 2n 十 3m (20) 
auno [20481 + 48d + 38m, + 1 一 πᾷ + n (21) 
2048m} 十 448m? 十 33m, + Ὁ = 27} 十 3n (22) 
2048πεὶ + 2752m} + 1233m, + 184 = 2 + 2n, 
gym] E192 + 5504m? + 1233m, + 92 = ni Ha (38) 
2048m} + 5824m} + 5521m, + 1745 = 2ni 
=8192m + 23936m? + 23313m, + 7569 = ni (24) 
(gyd 512m T04d + 323m + 60 = dnd + n, (25) 
512mi-- 1472m} + 1411m, 十 450 = ἀπὲ + 5m — (260 
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: 15,y 一 85 


512mj + 704mi + 323m, + 47 = 4nj + Tni (27) 
20) 一 - 
σο S12m3 + 1472m3 十 141lms 十 451 = 4n3 十 3m 《28) 


Rene (00) 
由 (15) 式 容易 得 到 二 个 组 解 为 ; 
人 并 由 此 雍 算 得 到 (14) EA 
m=0 m=- 1 
ΜΑ, 


工 一 一 2 
2. 


易 知道 (17) 式 一 组 解 为 mi = 0,m — 1, 并 由 此 递 算 得 到 (14) 式 的 
一 组 解 为 x = 2,y 一 6[ 同 于 《15) 式 第 1 组 解 】， 

由 (21) 式 容易 得 到 一 组 解 为 x = 0,2, 二 一 1, 并 由 此 北 算 得 
到 (14) 式 一 组 解 为 x = 2,y 一 一 如同 于 (15) 式 第 1 组 解 】， 

由 (22) 式 容易 得 到 一 组 解 为 m = n, 一 0, 并 由 此 逆 算 得 到 
(14) 式 一 组 解 为 = 2,y = AFOD 式 第 1 组 解 】， 

由 (24) 式 容易 得 到 一 组 解 为 ms = 0,m =+ 87, 井 由 此 逆算 
得 到 (14) 式 的 一 组 解 为 > 一 62,y =+ 696. 

在 (26) 式 中 , 取 右 端 二 项 和 左 端 常数 项 ,将 它们 代入 求 根 公 
式 解 得 m — 10, 这 叫做 “三 项 试 算 ”( 一 般 地 ,如 果 演 解 纯熟 了 ,这 
三 项 可 观察 得 到 ,否则 ,就 要 用 求 根 公式 试 算 ), 故 (26) 式 中 得 到 
一 组 解 为 ;m = 10,0, = 0, 并 由 此 省 算 得 到 (14) 式 一 组 解 为 了 一 


由 (28) 式 取 “ 三 项 试 算 ” 可 得 ns ニー 11.m, = 0, 并 由 此 道 算 
得 到 (14) 式 的 一 组 解 为 x = 15,y 一 一 85。 
(14) 式 用 “奇偶 数 演算 法 ” 演 至 (28) 式 , 可 得 到 4 BRI. 
μα pU [9 [zs 
y= 土 6 y= 土 696 y= 土 85 
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"ly o 


Ps 本 题 若 在 (14) 式 中 令 x 2mm- 1 一 2n 十 1 代入 整理 得 
(4025 8m? 一 Bm? + $m 十 4 一 i H 21 也 容易 得 到 一 组 解 为 mx = 
0,5 = 1 并 由 北道 算 得 到 (14) 式 一 组 解 为 


απ 1 
» 三 土 3 
第 三 节 Re+ τα 305 δν cy 
的 整数 解 
R: デオ デジ 十 7z 十 30 王 2 オッ (29) 
式 的 整数 解 。 
We MARERE EZ. 
Am! 十 2m Tm 15 — 4n! n Go 
(9)-94 Am? 十 8m? + 12m 十 18 = ἀπὲ 十 Bn 
2m) + ti? + 6m 二 9 — 8ni 十 5m BD 
, ,fl6m + äm? + Tm + 5 = Bn + 9n (32) 
(80055 > 
l6mi 十 28mi + 23m, + 14 = Επί 十 m (38) 
{8m} 十 8m? 十 πει — 2 = 1601 21m 
> din? + dmi + $m, — 1 = 32n + 21m 49 


(31)9 Emi 十 20m? 十 20m + 4 = 167 21m; 
-» ἀεὶ + omi + 10m, + 2 = 322) 十 21m 


2m -- $mi + 5m, + 1 = 64nj + 2in, (35) 
o [δα 十 Bmi + Tm, — 6 = 16nj 十 25n, (38) 
(32) 2 
64m + 104m3 + 63m, + 16-— 1611 十 9n. (7 
64m3 十 56mi 十 23m, 十 7 一 1618 nm, (38) 
G3 
64mj 十 152mj + 127m, + 36 = 165i + 17η; (39) 
1651} 十 8m3 + 3m, — 27 -- 64π} + 855; (40) 
Go- 
Gm + 32m} + 23m, 十 5 = 64ni 十 21; (41) 


Si 十 10m} + 5m, 一 42 = 128n8 + 149πε (42) 
ES 
8) 8mj 十 22m3 十 21m, 一 36 = 128ni 十 1497; (43) 
[256mi + 16m + Tm, — 3 = 3258) 25m (44) 
(36) 一 
256m + 400ml 十 215m, + 16 = 32nj 十 577 (45) 
; 256mj 十 208m 十 63m, + 8 = 32nj 十 9n, (46) 
37)=- 
256z + 592mi-- 463m, 十 111 = 32n8 + 4lm (47) 
Gi 256m3 + 112mi + 23m, — 5 = 324 + 33m a8) 
ES 
256 + 496m3 十 327m, 十 15 = 327} + m (49) 
iub 256m3 + 304mi 十 127m, 十 18 = 327i + 17n, (50) 
=> 
256mi + 688mi + 623m, -- 173 = 32ni + 49n (51) 
64mj + 16z 十 3m, -- 88 = 128n4 + 218m (52) 
0) 
64z 十 112m 十 67m, + Ὁ = 128m4 十 85, 53) 
1) っ て …… [6:2] 


由 (53) 式 容易 得 到 一 组 解 为 m, = n = 0, 并 由 此 道 算 得 到 (29) 式 
WEH: 
z= im--1-2(m)-1-4m + 1-5 4(2m) +1 
= 8m, + 1 = 82m, +1) +1 = 1m +9=0+9=9 
ο ο το ο ο Am HLH 
= gm + ὃ — 8n) 5m 189 d 5 060, 9- DF 5 
= 32m, + 21 = 32(2n) + 21 = 64a 21 = 0 + 21 = 21 
另 一 种 解法 ,在 (29) AF, Gh e αὐ Tr RAD πῶ, 
再 代入 求 根 公式 : 


ο σπα νὰ αχ 20) 一 1 士 ソ Y241 十 8 
ο 2x2 aM E 
Gresit kys HE (4) 
用 同 余 式 解法 
NM rim 241 = P (amod 83er = 1,3, 5, T (mod ϐ) 
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=r = i.36nod4) 
即 r=1+8, r=3+ 8, r-—5--8. r=7+8 
造 表 如 下 : 


hr 0 i 9 |26|57 108|185 29414411632 873 17i 1524 " 
上 表 的 计算 方法 , 见 第 三 章 第 四 节 “ 另 一 种 新 解法 ”的 表 . 当 

最 末 一 行 出 现 和 以 上 行 太 相等 时 ,就 得 到 适合 (4) 式 的 + 值 , 比 
如 六 一 873 对 上 同 列 前 行 的 *85” 就 是 ,将 其 代入 (4) 式 得 到 ， 
ーー ~ 21 ,最 末 行 4 一 873 的 同列 上 行 有 メー 9, 于 是 得 


到 (1) 式 的 一 组 解 为 x — 9,y = 21 
第 四 节 Καὶ 一 y= 二 7 的 整数 解 


R: デー\=7 Go 
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式 的 整数 解 。 


解 : 
8m) — 8 = 4n! + 4n-»2m) — 2 — ni b n 
m --} -- 2η +m (55) 
(54}-» zi — 2 = nj 3m (56) 
igm? + 12m? + 6m — 6 = Aim? + Bm? + 3m — 3 = δὲ 
|-»18πεὶ + 36mi + 27m, 十 5 — πὶ (57 
4m] — 2 一 ἀπὲ + 5m=2m} — 1 = &ni + 5m 
(55}5»4 >m] — 7 = 1611 + 21n, (58) 
Ami 十 6mi 十 3m, = 4mi + m (59) 
Gp dmi 一 1 = πᾷ + 3m (60) 
Ami 十 6mi + 3m, 一 ἃ = Ami + Tn, (6D 
64m] 十 72m] 十 27m, 十 2 一 ὑπ] 十 2m 
Gne -»256mi-- 144mi 十 27m, - 1 — πὶ 4 m (62) 
64m} 十 168πεξ 十 147m; 十 42 = 2ni 
—256mj 十 336ni 十 147m, 十 21 一 ni (63) 
4m] — 22 = 32ni + 53n,-»2mi 一 11 = báni + 53m. 
(8}554 =m} — 64 = 12813 十 181m (64) 
ami + 6mi 十 3m, — 3 一 325i + 21m (65) 
ο een 


由 (55)(56) Aegean" [^ ο 


z=? 


64) ΗΝ 


由 《59) τας FEARG 6 ME 
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pz? 
y=1 


ΙΝ ΙΤ 
αι 
3 一 一 工 

ΝΠ G0 的 解 为 
NEM 
y — i181 


Bree urn, ος Ελασ κα νο ο 
演 , 数 论 中 也 常常 引用 它 ,例如 在 匀 股 数 的 雅 论 中 关于 *“ 熟 奇 就 个 ” 
等 等 ,同时 对 一 些 难 解 的 方程 用 它 来 演 解 可 考 奇 效 【 见 以 下 第 五 
节 】 但 是 ,这 种 方法 , 毕 亮 是 有 缺点 的 ,因为 巡 到 解 的 个 数 很 光 时 
它 只 能 逐一 递 演 下 去 才 可 以 得 到 ,至 于 遇 到 无 解 方程 ,用 它 则 是 无 
体 目的 ,或 者 出 现 重复 情况 等 等 。 

斐 尔 方程 也 可 用 “奇偶 数 演算 法 ” 解 之 。 


例如 :第 三 章 习 题 3:z 一 11 和 2 一 一 了 a) 
先 把 (1) 移 项 为 ; 
Ov +7 = 11y 
= 一 2 一 22 + 22n-m* — 1 — 11 > 115 (2) 
2m? + 2m +4 — 22n'—m* m + 2 = Ms (3) 
Qr F 2m, = 22n + dn mi - m = 44π3 + dla (4) 
Σπ + 2m, — LL = 25 + 33mm + m — 33 = Mni + TI (5) 
ο. + mt 1= 22ni-4mi 十 ὅποι + 2 = 11πἑ (6) 
2mi + 3mi + 2 = 22ny m$ 十 3m, + 1 = ll 《7) 
" 式 取 同 偶 无 意义 
(4}-» 
2πι} 十 3m, + 1 = 88nj + lim, [CH 
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coi Tom, — 77 = 88nj + 165m (9) 
2m4 + 3m, — 76 = 88ni + 165m ao 
w Tos 十 5m, 十 1 — 22»j16mi + 21m 十 7 一 113 (11) 

mi + 13m, = 22m] -F22n9168mi-- 13m, = lli + Mg (12) 
の " + ὅπ ~ § = δή + 22n>16m + 19m, + 3 = Lng? + ln (19) 


8m3 + lim, 十 4 一 2η]-516πιᾷ 十 llm, + 2 — 11πἑ (14) 
m= 1 z= 2 
ΜΑΜΑ ,并 由 此 闻 算 得 到 (1) 式 的 解 为 | 一 \， 


3C cim G0 G0 (G2 (02 000 式 得 到 的 解 ,并 由 此 逆 算 得 到 (1) 式 的 
解 和 (2) 式 得 到 的 解 逆算 后 得 到 Q) 式 的 解 相 同 , 只 不 过 是 解 的 正 
负 喘 交换 而 已 。 


& (6) κας ο. 
人 13 
y—4 

再 求 x — il =l (15) 
式 的 解 : 


(> — 1= 11» 
s. — 6 = 22n! 十 22n- m? — 3 = 1n! + lln ae 


2m? + 2m = 22n/-m! + m = ll an 
Zmj 十 2m, — 12 = 22ni + 33m 
G64 >m] 十 m, — 6 = 44nj 十 33m (16) 
Zmi 十 2m, — 1 = 22ni + 11m (19) 
πεῖ om, 一 222 Ami om, 一 lin (20) 
an= 
2mi + 3m, + 1 = 22ni24mi + Im, ὃ =li (D 
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由 (16) λα ,并 由 此 这 算得 到 (15) 式 的 解 为 
工 一 10 
y=3 


= + 
HAD REG m= n= 0, 并 由 此 北 算 得 Q5) 的 解 为 |” ο 


2, 并 由 此 逆 算 也 和 (16) 式 前 逆算 相同 。 


n-0' 


μην, ο RREFEN 
y=1 ly= 4 


由 (18) 式 吻 得 | 
ico 式 的 详解 ,如 | 


αν ο 


z 十 yVii= 士 (10 士 3 Vii)(2 士 1D 
或 + 十 y ViT= 士 (10 士 3 Vil)(13 士 4 VID 
其 中 BERM. 


第 五 节 ARR 


选 几 道 二 次 同 余 式 题 , 用 通常 的 演 解 法 和 用 “奇偶 数 演算 法 ” 
分 别 演 算 , 供 读者 对 照 探 讨 。 


例 一 、 求 2 十 3z 一 10 二 0(og11) (66) 
的 解 。 
(一 ) 通常 的 解法 是 : 


”由 于 11f2, 故 可 用 4 乘 (1) 式 , 再 配方 , 即 : 
Az! + 12r — 40 = OCmodl1)=>(2z + 3)? — 49 = Omod11) 
令 y= 2r 十 3 代入 原 式 得 
y! —492:0G0d]1) — y zm 7(mod11) 
FER 2r 十 3 = 土 7, 得 到 z= 二 2 和 一 5, 故 (1) 式 的 解 为 :zx 
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= ἂν — 5(mod11) 也 即 工 皇 2,6(modl1)。 
(二 ) 用 奇偶 数 演算 法 : 
将 (1) 式 换 成 不 定 方程 , 即 


(66)! + 3r — 10 = lly 《67) 
ans, 十 3m — 5— Ίσα (68) 
2m! 十 5m — 3 = lla (69) 
en 十 3m 一 8 一 lim (70) 
4m] + Tm, = llm (71) 


ACD ANN LI TO ο" θεια 
算得 到 (67) 二 组 解 为 
1 

yn fn) — £m —0 
z=2m=2(2m H1) -4m--2-442-6 
Zi = 2η = 2(2m) = dn, = 4 

M GS 的 解 为 z = 2,6 Cnod11) 

例 二 、 求 zx 二 5Cmod19) (2) 
式 的 解 。 


(一 ) 本 题 由 观察 (72) 式 的 模 19, 因 19 — 4 x 4 十 3【 即 形 如 
dm 十 51. 用 欧 拉 判 别 条 件 得 到 


19-1 


5: = 1(mod19)=>5™" = 1(mod4m + 3) 
因为 (5,19) — 1, 故 可 以 用 5 乘 同 余 式 的 二 边 得 ， 

57"** = SGnod4m 十 3)7» (57H)? = SGnod4m + 3) 
故 本 题 的 解 为 z 三 十 "+l(mod4m + 3) 

=r =t 5t (mod19)=>r 三 上 9(mod19) 


44 


(二 ) 用 寄 偶 数 演算 法 是 : 


HOD 式 换 成 不 定 方程 
(72)! — 5 = 19y (G3) 
t. 一 12 = 195m? — 6 = 19m (74) 
(78}-»- 
2m! 十 2m 一 2 = n>m + m — 1 — 19m (75) 
2mi 一 3 = ἰθηγ-»ηπῖ -- 11 -- 19m (76} 
(1455 $ 
Zmi + 2m, 一 12 一 19n,-mi + πει — 6 = 19n, (77) 
eene ( 略 》 
m= 5 
&co 式 易 得 人 二 ， 并 由 此 道 算得 到 (73) ΑΝ 
= 
m 10 
»-5^* 
πι 4 z=§ 
由 (75) 式 易 得 | ”一 normas αν 
= - 


m = 
n 


由 (77) E ο. 并 由 此 道 算得 到 (73) 式 的 解 


工 一 10 
C =5 
T2) 式 的 解 为 x 三 9,10(mod19) 也 即 > =+ 9(mod19) 
例 三 、 求 z? = 13God17) (78) 
式 的 解 。 


(一 ) 本 题 通常 的 解法 是 用 “指数 ” ARER, ΕΠ, 


; 一 


I 
αἲ = 13 (mod17) zum Zindz = indi8(mod16) ERE 2indx 


= 12(mod16)>indz = 6(mod8)-»indz, = 6(modl6),indz, = 


ENS 
l4Gnodi6) 一 一 一 τι = 9, αι = 8(zeg17) 也 即 rut 


qGnod17), 
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(5) 用 奇偶 数 演算 法 ， 
3808) 式 换 成 不 定 方程 , 即 


(8)-»α — 18 = 17y (79) 
2m? -- 15 一 l7n79m! 一 16 = 17m (80) 
(79)=> 
2m! 十 2m — 6 = YTn m* t m — 3 — Vm (81) 


GORABERA O 的 角 
C -—8 
ッ デ 3 
由 (81) 式 易 得 | ”一 9, 并 由 此 地 算 得 到 (79 |^ 一， 
故 (78) 式 的 解 为 三 8,9Cmod17) 
注 :以 上 例 二 例 三 化 可 用 柯 尔 金 公式 求解 .但 演算 量 太 大 。 


习题 

用 奇偶 数 演算 法 解 下 列 第 1 至 第 4 不定 方 程 : 

1. 2x 5z--1-—1T7y 

2.1123 -- βαν + δα + 63 — γ᾽ 

3 ダー2 テ ダ 

を 3 十 422 十 5 十 3 一 4 十 7y 

5. 1990 年 国庆 节 是 星期 1, 问 1991 年 元 旦 是 星期 几 ? 

6. 马 牛 羊 同 赛跑 , 马 每 小 时 跑 150 里 , 牛 每 小 时 跑 120 里 , 羊 
每 小 时 跑 90 里 ,结果 马 当 先 , 共 用 若干 小 时 又 24 分 , 牛 次 之 ,共用 
若干 小 时 又 15 分 , 羊 典 后 ,共用 若干 小 时 ,假如 赛程 在 2000 里 内 ， 
问 赛程 长 多 少 里 ? 马 生 羊 各 走 多 少时 间 ? 
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第 五 章 ”关于 之 十 区 = 加 的 讨论 


EF r t y ope iib deba o REA E 
奇 素数 。 

在 形 如 上 式 的 不 定 方程 的 诸 解 中 ,我 们 一 看 就 知道 有 z y 
二 0 和 xz 和 yy 都 含有 因数 p 的 二 个 解 [其 实 0 也 是 p 的 倍数 】. 但 是 
如 果 排 除了 这 二 个 解 以 外 ,对 其 余 的 解 又 是 恕 何 求 得 呢 ?本 章 所 讨 
论 的 就 是 "其 余 的 解 " 这 方面 。 

下 面 无 特别 声明 ,斯 指 的 解 , 就 是 除了 0 和 含有 因数 少 以 外 的 
整数 解 ,要 解决 这 个 问题 ,可 以 引进 同 余 式 .具体 的 解法 是 :首先 给 
定 出 方程 中 x【 或 2] 等 于 1 至 (p 一 1) 的 解 ,并 将 其 分 别 代入 原 式 ， 
其 次 将 方程 换算 为 同 余 式 ,最 后 借助 于 查 素数 的 元 根 指数 表 。 举 例 
如 下 。 


第 一 节 Καὶ ty = Tz - y = Τε, 
十 = 7z 的 整数 解 


κ ダキ ダニ 7z GO 
式 的 解 。 

B: X x — 1, 代入 (1) 式 并 换算 为 同 余 式 , 即 ; 

y =- 16(mod7) FOUDRE Sind y = ind 6(mod6) 


ERBITIK 


5 ind y = 3 = 15(mod6) 
Sind y = 3(mod6) ZO. = enar) 
因 (5,6) = 1, 故 这 个 同 余 式 有 唯一 解 。 
取 zー2 代入 (1) 式 并 换算 为 同 余 式 , 即 : 
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同 祥 方法 可 得 ， 
条 二 一 4 三 3Gnod7) 一 5ind y = ind3(mod6) 
一 5ind y= 1 = 25(mod6) ind y = 5 (mod6) 
=y = 5(Cmod7) 
取 z = Αλ) 式 并 换算 为 同 余 式 , 即 : 
οὗ Ξε-- 9 = 5(mod])=>5 ind y = ind S(mod6) 
95 ind y = S(Gnod6) mind y = Y(mod6) 
=y = β (γιος) 
σα RAD 式 并 换算 为 同 余 式 , 即 : 
y = 16 56047) [I z — 3 时 的 同 余 式 相同 ， 
H >y = 3(mod7) 
取 z=5 RAD 式 并 换算 为 同 余 式 , 即 ; 
y = 25 = 3(mod7) 因 和 > 一 2 时 的 同 余 式 相同 , 故 ον 三 
5Gnod7) 
由 上 得 知 ,(1) 式 共有 3 组 解 的 表示 式 : 
取 工 一 6, 代 入 (1) 或 并 换算 为 同 余 式 , 即 :区 皖 一 36(mod7)? 因 和 z 
二 1 时 的 同 余 式 相同 , 故 >y = mod) 
Xx 二 6 代入 (1) 式 并 换 成 算 为 同 余 式 , 即 :y’ 圭一 36 m 
6lmod7) WA α-- 1 时 的 同 余 式 相同 , 故 -»ν 三 6Gmod7) 
由 上 得 知 , (1) 式 共 有 3 组 解 的 表示 式 : 


μαι 1 Gnod7) p [= 二 工 2(mod7) 
ye 6 (mod?) y=5 (mod7) 
am BGnodT) -- 
し m3 Cog7) 7 
附 ”未 数 ?的 元 根 及 指数 表 

元 根 ;3,5， 


底数 :3， 
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I N 

N 3 4 6 了 

I N 
R: マオ アーク (2) 

式 的 解 。 

Ri] CO 式 的 方法 可 得 : 

取 x 二 1 时 则 y= 6 

取 z= 2 時 则 > 一 6 

取 开 一 3 时 则 y 一 | 

取 工 一 4 时 则 > 一 6 

απ 5 時 则 y= 

取 工 一 6 时 则 y 王 1 


x 1.,2,4nod 


Bk OD 式 共有 二 组 解 的 表示 式 , 即 


) n 3,5,6GnodT) 


y = (mod?) y= 1 (ποτ) 
ΗΝ 
z= diy 
R: 2 十 y= 二 7z 
式 的 解 。 
ΒΩ} 式 的 方法 可 得 ; 
反 工 一 1 时 ,得 到 : 
y! =— 1 = 6GnodT)-6indy = ind6(mod6) 
—6id y = 3(mod6) V (6,60 = 613, 同 余 式 无 解 。 
Rr 二 2 时 得 到 ; 
y =— 32 = 3(mod?7)=>6ind y = ind3(mod6) 


m6ind y = 1Gmnod6) 


e 同 余 式 元 解 。 


(39) 
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取 工 一 3 时 得 到 : 


ym— 243 = 2(mod7)= bind y = ind2 (πιοάθ) 

一 6ind y = 2(mod6) で "62 同 余 式 无 解 ， 
取 工 一 4 时 得 到 : 

y =— 1024 = 5Gnod 1)-»6ind y = indt (mod6) 


Ξοβίπά y = 5(mod6) "615... 同 余 式 无 解 ， 
取 > 一 5 时 得 到 : 

y =— 3125 = 4 (nod 1) — bind y = ind4(mod6) 

一 6ind y 三 4(mod6) VEM, 7. 辐 余 式 无 解 ， 
取 工 二 6 时 得 到 ， 

y=— 7776 = 1Gmod7)=>6ind y = indiGnod8) 

一 6ind y = 6(mod6)=>ind y= 1,2,3,4,5,6(mod6) 

=y = 3,2,6,4,5,1(mod?) 

故 (3) 式 的 解 有 唯一 表示 式 为 : 


[zem 

y21,2,8,4,5,6GnodT) 9 y =+ 1, + ἂν 土 3(mod7)。 
PE -ρ 

TT 


第 二 节 Retr =z H y = T 


的 整数 解 
K +y =T (4) 
式 的 解 。 
解 : 取 *= 1 时 ,得 到 : 
yi m— 1 = 6(mod1)792 ind y = ind &Gnod6) 
-»2 ind y 三 3(mod6) 7 (2,6) = 213,7. 无 解 


取 z 一 2 时 得 到 ， 
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区 二 一 4 二 3(nod1) = ($) =- (= (CD =~1 
以 上 是 计算 勒 让 得 符号 得 到 无 解 ,L 下 同 } 
取 z= 3 时 得 到 : 
y =— 9 = 5(modT) = d - d» 一 一 1, 无 解 ， 
取 z 一 4 时 得 到 ; 
ゲニ ー ο 二 (了) 一 一 1, 无 解 ， ， 
取 z==5 時 得 到 : 
デメ ニー 25304) = (È) 一 一 1, 无 解 ， 
取 xx 二 6 时 得 到 ; 
mod7) = (δ) = X3 = (Ὁ) -- (ᾱ) 
=- LE. 
由 于 取 xz 之 7 时 ,无 解 ， 
故 知 (4) 式 无 [ 非 零 和 不 含 7 的 倍数 】 解 。 
R: +y Ssa (5) 


式 的 解 。 
解 。 用 同上 面 的 方 法 可 得 到 : 
z= 192,4 nod?) 
y = 35,6( の eeg7) 
zy 
7 
ΒΒ cR ν 的 等 相 辣 , 故 它 二 的 解 可 以 互相 交换 。 


ΞΠ Ἀπ γ'-- 12ε μη εξ 


z= 


R aty =l (6) 
式 的 解 。 
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这 个 不 定 方程 ,由 于 右 端 的 系数 是 个 复合 数 ,其 解法 也 同 以 上 
各 节 的 方法 ,但 要 引用 孙子 定理 , 演 解 如 下 : 
取 x 二 1 时 得 到 : 


1 =11( ne μασ, 
y m — 1 m 11 Gne. 


y! Ξ 11 = 26nod3)— y = 2(nod3) 
由 孙 于 定理 得 到 y= 11 (zzod12》 


y! mRBESOGnodA)-» y = 0,2 (πιο 4) 
y ΞΕΒΞΕ 2mod3)>y= 2Gnod3) 
由 孙子 定理 得 到 y = 2.80412) 

取 工 一 3 时 得 到 : 


? = 3(mod4)=>y = 3(mod4 
y--9- sw の っ Κως 


y! = 3 = 0(mod3)=>y = 0(mod8) 
由 和 孙子 定理 得 到 ν = 300412) 


取 工 二 4 时 得 到 : 
ー 16 = 8(mnod12)-»y = 2,8(mod12) 
R r = 5 时 得 到 : 

y =- 25 三 11(mod12) 一 y = 11 (mod12) 
取 ヶ 6 時 得 到 。 

οὗ = 36 = 0(modi2)=>»y = 0,6(zog12) 
δα 83. 

y = 49 = 11 nod12)9 y = 11 (mod12) 
Xtz = 8831: 

y? Ξξ-- 64 = 8 (mod12)=>y = 2, 8Gnod12) 
取 x 一 9 时 得 到 : 

y! = 81=3(ndi2) >y = 3(mod12) 
Ἠκα = 10 时 得 到 ; 


9} = 100 = 8(mod12)=y = 2,8Gnod12) 
VERBI LL 
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y =ー 121 = 11 God12)2 y = 11020412) 
由 以 上 得 到 (6) 式 共有 四 组 解 的 表示 式 : 
z=+ 1, 土 5(mod12) _fz=+ 2, + 40nod12) 
ή 11620d12) [= 2,8 mod12) 
zz 3(mod12) — |z i 6(modl2) 
of 3(mod12) eee の 


ἘΠῚ 。” 本章 结论 


综合 本 章 各 节 可 以 得 到 ， 

Er ty = pz 式 中 ， 
diu) — M, 当 M 是 奇数 时 , 则 方程 必 有 解 ; 
当 Μ EMB Β ΠΗ p RUE tm 十 1 时 ,方程 有 解 ,否则 无 解 。 
Pap- D = d, 则 同一 个 > 的 解 时 ,z 有 4 个 解 : 
车 (6,p 一 1) =。, 则 同一 个 = 的 解 时 ,y 有 c 个 解 : 
Flap 一 1) = ών 一 1) 二 1, 则 一 个 x 解 时 ,只 有 一 个 y 解 , 同 
时 方程 的 解 总 共有 (z 一 D 个 表示 式 ， 
απ 


dicam Marmi 1 个 表示 式 。 


Fer ORC 5 的 元 根 及 指数 表 


元 根 3 ,底数 2， 
I N 
N [1 3 3 4 I| 23 3 4 
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L Rat H y — Tz BUE 
2. a^ H y Te BUR 
3 αὐ ey! — Te AR 
4. n -- y! 一 7z 的 解 
5. 求 デキ アテ ッ z 的 解 
6. oR z* t yf — Te fl 
7. 36 αὖ 1- y! — Tz (RE 
8. Rat + y^ 7z 的 解 
9. Rat yt 一 21z 的 解 


10. κ αὖ + y! = 15z 的 解 
11. 求 ダー ダニ 2 前 解 


第 六 章 勾 股 数 和 =z y 解 的 讨论 


第 一 节 ” 重 温 勾 股 定理 


名 股 数 指 的 是 一 个 直角 三 角形 的 三 边 长 都 取 整 数 ,我 国 古代 
MOSERCOLARSAA HT 053^ d- 4^ — 5,8 122 — 13, 8 c 18! — 171, 
sen 它 实 际 上 就 是 不 定 方程 

デキ アー ダ a> 
式 的 非 稚 整数 解 .很 多 高 次 不 定 方程 的 解 的 研究 BRT OD 式 
的 讨论 精华 ,因此 ,在 研究 非常 广泛 的 不 定 方程 的 领域 中 , 重 温 入 
股 定理 是 很 必要 的 ,下 面 用 比较 简单 和 扼要 的 边 解 边 讲 的 方法 来 
讨论 (1) 式 。 

首先 要 确定 在 (1) 式 中 ,哪个 是 奇数 ,哪个 是 偶数 。 
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(一 ) 先 证 明 x 和 > 不 能 同时 都 是 奇数 ,如 果 x 和 ?都 是 奇数 ， 

ΒΞ 
二 2m 十 1， νον 
式 得 : 

αἲ coy! e (2m de 1) “- On 1)! τε 4n! Hm E n) 十 
2850 2|z* 十 γῖ, 4135 HY 
这 就 是 说 ,因为 zx 和 ?都 是 奇数 , 则 由 (1) RBA ΦΕΒ, 
是 偶数 , 则 = 也 是 偶数 ,所 以 有 4|z, 这 和 (1) RA 20 + y πα 
aje 十 Ye REFE rM ν 不 能 同时 都 是 奇数 。 

(二 )z Ry 也 不 必 都 取 为 个 数 , 因 为 如 果 = 和 y 都 取 为 偶数 ， 
则 有 (zx,y) — d, ΒΙΟ 2) — ΠΚΣ ΤΣ 要么 是 一 偶 一 奇 ， 
要 么 是 同 奇 , 但 由 (一 ) 的 证 明 它 们 不 能 是 同 奇 , 故 只 能 是 一 个 
奇 , 因此 假设 > 是 偶 ,y 是 奇 ,并 由 (1) 式 得 到 z 也 是 奇数 ,又 因为 
GP = 1, 故 可 以 直接 假设 (>,y) = 1. 


将 (1) 式 移 項 
アニ デー アデ 
E αἰ = C + y) le y) o 


由 于 = 和 >y 都 是 奇数 ,得 到 (= 十 y) 和 (z 一 y) 都 是 偶数 , 故 有 2|< 
十 y 和 2|z 一 y, 又 由 于 工 是 偶数 ,得 到 41z?, 并 由 (2) 式 有 41Cz 十 
i — y) ,我 们 把 4 同时 去 除 (2) 式 的 二 边 得 到 : 


zi Ds») 


4 4 
由 于 21z 十 y 和 2|z 一 y, 放 知 < 让 之 和 所 了 之 痢 是 正 整数 ,因此 2) 
式 有 


(3) 


γε ΤΝ ΣΤ 
r= z w) 
πο 


gz tyz 
gc. 
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PEERK, B Gn!) — 1, 


E» 一 テテ = dim! — n) = y kk d| y, 
MFT = dmz + y = dde 
(5) 
z— 

2 
因 此 有 = αἲ-- y -- (t y) ν) = Ad'm'n (6) 
由 (6) RA d |! dz h FA d 和 d Ly ΧΙ Gr. 一 1, 故 
füsild 二 1, 由 于 4 — 1, (σε η 二 1 和 


ο fx = hp ETZ E 


Y c ἀπίος — y = 2dn! 


= 三 1 和 (4) 


Xt wt rga —A3 B MERE A 


ΚΝ © 
2 © 
a 和 都 是 正 整 数 


πό ッ ー ダ ー ゲ 

将 加 十 加 得 到 za +} 

将 OO 代入 (4) R EEP α-- 2ab c OD 式 的 一 切 整数 解 , 可 
由 以 下 式 表示 出来 , ヶ 一 2g の 2y ッ テア ー の ゲー の 十 ど , 其 中 og 和 ら 
都 是 正 整数 ,a > b, (a,b) -- Ι,21α 1-6. 
ολ λος ο. 
奇数 ， REA Li DN NA REA 


第 二 节 ”关于 ww =r 一 的 正 整数 解 的 讨论 


求证 デー デー (7) 
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式 的 正 整 数 解 [没有 特别 声明 ,以 后 均 简 称 “ 解 ”]】 可 由 下 式 表示 出 
来 : 0n 23. 

- erc Ë y= ο p (D 
【 实际 上 ,上 式 也 适用 于 一 切 整数 解 ,但 这 里 以 讨论 正 整数 解 更 易 
理解 】 

(8) RPH E v RERS, HERKKO REEM, b ED" i 
一 个 因数 ,5 和 (Rv) AAR MH oO b, ἐπέυ, 


验证 ”由 (7) 式 和 (8) 式 有 : 
ュー デー [457 十 a - [er 一 Ey LG" + 28° Ckoy" t 


απ ον z 


2b 2h [D 
ος の ター 20 (Go) EU AP Y uus a 
(δη = gy ο. 
故 (8) REWE 式 解 的 表示 式 。 
81 BI CO 式 得 到 :x* — Gy) y) 《9) 
设 z 十 y=a z—y=b 10) 
由 (10) 式 得 到 ;a — b — 2y, i a — b + 2y αυ 
由 (9)(10)(11) 得 到 z= bO + 29) (12) 
G r= wk 1} υ REER a3) 
由 (12)(13) EE Gs" = 5 + 2y) aa 
-— 
由 (14) 移 项 变形 得 ， yo CLE as 
由 (10) 和 (15) 得 到 z= YTE ag) 


2b 
Bi (13) 05) 00. 得 到 (8) 式 。 
由 (14) 式 得 知 5 是 (ho)* 的 一 个 因数 ,上 且 (ko)" > δ’, 
$2 【 引 理 4】 在 (8) 式 中 , 若 M: 是 z+ 的 因数 ,M" 是 x 和 
» 的 因数 , 则 了 工 除 以 M?,= 和 > 分 别 除 以 M", 得 到 的 xy! st E 
(7) 式 的 一 组 解 。 
证 : 以 (8) 式 代入 (7) 式 得 。 
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ae = με... a» 


2b 
以 和 同时 乘 (17) 式 的 两 边 得 : 
Ru 1-6 [FO — BUY 
(Abo = 4 [eA J-e ET) 
mf Ro EY [vy — δη’ 
- lf 2b ] [ 2b ]] 
sm US αλλ. 
ーー 
.[E[G + P [2 [ο — ely 
CI d } | 2b } 49) 
以 (18) 式 和 (?) 式 对 照 得 知 
ιν EC + 3 y- Eco — の) a» 
(19) 式 也 是 (7) 式 的 正 整数 解 的 表示 式 。 
由 (19) 式 和 (8) 式 对 照 得 知 


将 (19) 式 分 别 除 以 2:、2", 则 得 到 (8) 式 ; 反 过 来 将 (8) 式 分 别 乘 以 
22、2", 则 得 到 (19) 式 , 由 此 推 之 , 若 (7) 式 的 解 ,分 别 乘 以 或 除 以 
M M 时 LM 是 任意 整数 了 仍 是 (7 式 的 一 组 解 。 

$ 3.【[ 引 理 B] 在 (8) 式 中 ,可 以 先 确定 56, 然后 选择 和 vw, 也 可 
以 先 确定 上 和 "然后 再 定 5, 但 总 须 以 (ip)? > 6 为 条 件 .很 明显 ， 
H n= RED vN ὁ ες ο, 1 A Π ΤΕ (0) 式 中 , 同 一介 的 
正 整数 解 , 却 有 较 多 个 y 和 = 的 正 整 数 解 .由 此 看 来 ,由 (8) 式 是 
(2) 式 的 一 切 正 整 数 解 的 表示 式 ,又 可 更 具体 地 列 出 较 多 个 正 整 
数 解 的 表示 式 , 现 讨论 如 下 : 

当 m 一 2 时 ， Wlatmc—y (9) 
(20) 式 是 勾 股 数 的 变形 ,也 可 用 以 上 的 讨论 方法 得 到 证 明 。 


由 (20) 式 和 (8) 式 有 : 

τμ 
z—k y= E r= HH 
在 (如 ) 之 5 的 条 件 下 ,由 (21) 式 有 : 
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(21) 


δ --υὐ,...',ὂ--υ, 


以 ら ニッ 代入 (21) RA: 


エー ko, d = 一 (22) 
μό--: 代入 (21) RE: 
gg 
z= kv, s= こと する (23) 


因为 (20) Rna = 2, 由 本 节 ( 引 理 4) ,可 用 M 同时 去 乘 (20) 式 的 
解 ,又 因为 这 三 元 同 是 2 次 方 ,所 以 可 用 M = 2 去 乘 (22)(23)，, 分 


别 得 到 ， 

x = ku ッ ー ィ (だ ーー1) z—cv +1) (24) 
zr—2b y= ィ ー ニ だ (25) 
同 理 , 叉 可 在 (24) AFRA ν, 1334. 

ェ ー24 。 ッ ー テ デー1 テー だ ジュ (26) 


在 (26) 式 中 ,1 是 个 平方 数 , 故 (25) 式 已 包括 (26) 式 。 

以 6 ニ ダ 代入 (21) 式 , 再 乗 2o 得 到 ; 
z=, yc4|—w を だ (27) 
以 v 等 于 如 代入 (27) 式 ,所 得 各 (25) 式 一 样 ,如 以 5 二 vw 代入 (21) 
Ἂν 又 以 20: PIR ryz, FA v EF οἱ 代入 这 个 式 所 得 也 和 
(25) 式 一 样 。 如 果 要 求 (z,y,z) — 1, 在 (25) 式 中 , 叫 取 は ,e) — 1, 
29 v, 
由 此 得 到 (20) 式 的 一 切 正 整数 解 可 由 (8) 式 转化 为 (25) 式 表示 出 
来 , 故 由 以 上 也 可 证 明 勾 股 定理 。 

3n 3,(8) 式 中 ,由 (14) 式 可 取 

b—v, vk 


Koh ειν EEY ET v, 
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απ 1 


即 :是 奇数 时 :1 Le 3 


n—2 


ο ο”... 


以 6 ら テマ RAO REFL 
ο (エダ 


--- -— z= dT (28) 
Db-vk RAO 式 得 到 
"αμ ` 720 
z=w y= «ο — CHE z2 4ο) ig (29) 


故 (28) 和 (29) 是 (7) 式 而 之 3 时 正 整数 解 的 表示 式 , 其 中 和 
v REIES > v HEGÉNORÉ. 
例如 : Ty 式 的 解 的 表示 式 是 ; 
即 (28) 和 (29) 式 。 
其 中 i = 1,2,3,4,5,6,7。 
PAPAE) 
WA b = で だ が 得 到 : 


- “υγ WES Go)! + (ορ 
ο y 4 xo (30) 
将 上 式 整 理 得 ， 
zh ye ERED "T 


2 2 
TEGD Xp ko EG ΚΣ, CDS BU o TULLUS dC, 
JR & AARON o ΜΙΑ H A — vt 2» 0 E REUIE RES 
解 。 

注 ; 这 里 须 特别 说 明 一 下 ,在 (8) 式 中 ,如 果 关 和 不 是 素数 ， 
由 于 5 的 取 值 中 ,有 的 小 于 不 或 v3, 那么 只 取 5 二 名 或 v,b — 
Fe ve] ΒΓ ΘΉΒΗΣ ER E RRT MME — 2 — y R 
中 ,zx 二 如果 = DES A bo — 5, 则 解 的 表示 式 中 还 可 以 
. b= Ak = 6, = 5,0 = 2, 4F] r = 30, y = 6749,2 = 6751, É E, 
是 一 组 正 整 数 解 】 如 果 只 限于 以 上 mesi o — 2A T ER 
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FRAT 都 是 复合 数 , 且 含 更 多 的 素 因 数 ,由 此 类 推 , 濡 丢 就 更 多 
了 ], 因 此 的 取 值 范围;6 是 在 (kv)"* 的 因数 的 条 件 下 所 有 能 够 通 


例题 1 R ツー2 二 ダ 二 3: ッ キタ ー2 . (2) 
式 零 以 外 的 正 整数 解 。 

和解 ”由 (32) 式 得 到 空 一 (2y 十 z 十 2)(y 十 z 一 1)》 (33) 
4 2y 十 z 十 2 一 a，y 十 zx 一 1 一 六 (34) 
由 (34) RBA a 一 5 一 > 十 3 Hlacb-y-3 (35) 
由 (33)(34)(35) 得 到 安 一 0 十 3 十 3) (36) 


He = (hv)? 让 和 wv 都 是 正 整 数 
由 (36) 式 和 本 节 ὃ 1 的 引 理 得 到 : 


z=, y= Ge メー b + 3) ai - (o + ab Gn 
B ὁ JO? B A CS Β 如 > 6, 故 有 
b= 
以 5 二 v 代入 (37) 式 得 到 ， 
Σ--ξυ, ν--υ(ᾶ--1)--3, z—vw(2—E)c4, (38) 
在 (38) 式 中 , 由 ッ ー ゃ (だ -- 1) -- 335 0, GALAR p: 
L v== 1 2. v>1 
ょ >2 ょ >1 


又 由 z 一 z(2 一 局 ) -- 430, 
车 以 v 一 1 代入 = 一 oz(2 一 如 {54550 
得 到 2 E + 42» 096 2 E RAAD REFE. 
ΧΈθλυ;1,Βϊυ--21ζλα--υ(2-- ἐὐ) 1-45» 0183]20( 一 お) 
T4 20-22» bU E T 1 发 生子 盾 , 故 (38) 式 不 是 (32) RE 
整数 解 的 表示 式 

以 5 二 如 ”代入 (37) 式 得 到 ， 

απλο ッ ー だ デー ダー3 z= 2ο k +4 (39) 
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在 (39) RPA y — E - οἱ --3 0,89] P 2v 53 
XR r= d 一 如 十 4 之 0,483 E 2v! 154 

UR v! L3 LE ERA 

M v 都 是 正 整 数 , 试 算得 到 提示 :> 1 — v1. 


Bow RAO 式 得 到 
Ec) 8) Σο --υ--Ε 
v z= v 


αυ EO 


(40) 


工 一 如 y= 


EUO 式 中 , 因 y 一 


r= αν E S QR < 20t de 


ΒΒ v t Se «LE EI + AL H vlk 

RH o ΠΕΤΕΡ, RRA S D 1,8 2 5, 并 适当 取 值 , 即 : 

v=2 则 ἐ-6 

v=3 AJ ἐ-12 

v=4 则 k= 18,20,22, 

v=5 WU k= 30,35, 

v=6 ΠΙ ἐ-42.48. 

v=7 HN) ἐ-56,63, 

v—8 — Hj k= 68,72,76， 


代入 (37) RA: 


以 ら = 
另 一 种 解法 : 
将 (36) 式 整理 移 项 得 ; 
αἲ -- ὑ(γ 4-3) --4ξ (41) 
由 (41) 式 和 第 一 章 第 二 节 三 及 四 的 引 理 ,(10) 式 的 整数 解 
可 表示 为 : 袜 一 0 十 名 ,十 3 一 一 廊 十 下 (42) 


是 整数 .但 由 于 x HRA, REAN. 
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由 (42) 式 和 (34) 式 可 得 到 ; 

αλ = bk,y =k ~b 3 = 2 4 --ᾱ (43) 
ας: KA 5 3< k< 2b + 4k M 3 
是 正 整 数 , 且 避 等 于 一 个 平方 米 ,或 5 各自 等 于 一 个 平方 数 , 而 5 
> 3,£> 8。 
由 于 α’ -- bk, ΠΧ CAD 式 中 5 和 上 都 取 为 平方 数 , 即 得 :zx? 一 
GR! BP r = bk y = K --δἳ δια 20 4 -- 48) 
ΠΠ (44) 式 正 是 (39) 式 。 
以 上 由 (39)(40) 式 求 得 的 x,y,z 值 ,都 可 用 (43) ARE, HA) 
式 是 (32) 式 一 切 正 整数 解 的 表示 式 。 
EUD 式 是 (32) 式 一 切 整数 解 的 表示 式 .也 可 由 (44) 式 求 出 正 
整数 解 ,但 其 中 .5 的 取 值 要 通过 

22 十 4 デー ダ 十 3 


例题 二 R r= 2y + 5zy + 22 (45) 

式 的 正 整数 解 。 

和解 , 由 (45) 式 得 到 ダニ (2y 二 (2z 十 うう (46) 
4 dytz-a, 2z 二 ッ ー6 《47) 

由 (47) RE: a—2b=— 3z, 8] a= 2b — 3z (48) 

由 (46) (47)(48) 得 到 : à = bb 一 32) (49) 

Bay 上 和 wv 都 是 正 整 数 {50) 


由 (49)(50) 式 和 本 章 第 二 节 引 理 得 到 ; 


sp 2 dy 
z= kv, y= PEE α- P Gey [Gb 
Big ὁ Ας Gee? 的 一 條 因数 , 故 ὁ i ue (e 
δ-υ, ok, 
以 5 二 =v RAGD 式 得 到 : 
Ν ο ot fU — (hey! 
了 (52) 


以 王 ji 代入 (21) RBA: 
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-- s= n, εσας κο (59) 
易 知 上 式 的 = 没有 正 整数 解 。 
以 i 一 2 代入 (52) 式 得 到 ， 

Le yË a 0d» — E) 
z-de y= E? 10e. 
以 上 * 和 = 都 是 正 整 数 , 因 ? > 0,z 0,883 20 v PUE 

3. ἂνυ 要 适当 取 值 ,由 演算 得 到 提示 : 
当 & 2 时, 则 v 的 选择 范围 是 5 至 15， 
4 = 8 时 , 则 的 选择 范围 是 14 至 53。 


(54) 


Bi- SRAGD 起 得 到 ， 


= 55) 
由 上 式 易 知 愉 一 "和 mv 都 是 正 整数 , 且 都 是 3 的 倍数 。 
以 : 王 4 RAGI) REH: 
ΙΕ 
μό-οξ 代入 51) RAFI: 
Παν Mg) — (y 
z=, MEPE z= E Ge 6 
を 


式 得 到 的 x,y,z 都 没有 通过 的 正 整 数 解 。 
又 仿 题 1 的 第 二 种 方法 ,得 到 题 2 的 通 解 式 为 ; 
a 24 -- b 3 一 を 
z’ = bk, y= Ta， z= 3 7 
B y 0,22 0,839020 A> 10,0 RLHRUEIEREIC LIAE S 
的 们 数 ,可 令 τ θην ΕΚΕ, {831 αἲ — 27π' 一 bk ΒΒ k 


一 PU ,将 其 代入 2o 也 得到， 


2b > στη ταν > ls 


64 


上 式 


如 取 


WURm—i ”5 没有 数值 适合 . 
dE m—2 ”得 到 5 二 12， 忆 一 18 【 或 ム % 値 交換 3 


m=3 得 到 らち = 27, k= 2, 

m=4 b—36, k—48 【或 交换 值 】 
m=5 b—45, k— 75 【或 交换 值 】 
m= 6 5 二 δι, k—72 【或 交换 值 } 
πες 7 2 没有 整数 可 取 

m=8 b—96, を = 144 【或 交换 值 ] 
m-9 2 没有 整数 可 取 

m= 10 b—150, 一 180 【或 交换 值 了 
men 5 没有 整数 可 取 

m= 13 5 二 162， 上 二 288 【或 交换 值 } 
m= 18 b 没有 整数 可 取 


如 取 6 二 由 如 三 如 ”得 到 (3m)* = PD CI HOS 3m — c. 
5 二 .而 c 是 整数 且 是 3 的 倍数 , 令 c = 3i,i 是 任意 正 整数 , 故 5 二 
= GD*, 


习题 
本 章 第 二 节 公式 (8) 求 以 下 不 定 方程 的 正 整 数 解 : 


Ox エダ デー タダ EW r= 12 
(Dr — x34 y E z= 45 
R 3y? δεν + 2y — l e a 1 -- 0 HEER. 
提示 :把 x? 单独 物 到 等 号 的 一 边 , 将 另 一 边 进 行 因 式 分 解 】 


α) = y? t Bzy + 2x2 一 z 一 1 的 整数 解 。 
Un :将 等 号 右边 进行 因 式 分 解 】 


Kr = y 50y 的 正 整 数 解 。 
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第 七 章 XTov—y rere 


第 一 节 求 ギ ニ ゲ 十 的 整数 解 


R α--γτ αὖ a 
式 的 整数 解 

这 一 方程 的 解 的 讨论 ,如 果 用 第 八 章 第 一 节 的 讨论 方法 , 则 
它 的 解 的 第 一 个 表示 式 就 更 容易 求 出 来 。 

COE COO 式 中 ,假设 > 是 奇数 , 则 y 和 = 必 是 一 奇 一 侦 ， 

H: y—2m,  z—2n-1 区 各 是 正 整 数 ,将 其 代入 
D RAA: 

= (mY (Gnd 1Y 2 ἀπε ttn) 


Bliz — 1 = 4o H xn) o 
G — DG +r Hl) = 4! n Hn) (3) 
9r—1—H 得 到 x 一 H+1 (4) 

由 (3) (4) CREE 


mH + 3> EO tanto] (5) 


因为 x 是 奇数 ,由 (4) 式 得 知 召 是 偶数 , 故 (5) 式 的 左边 等 于 奇数 ， 
HORRA Η 5: 4,68 ἈΠΕ Η = 2, 则 (5) 式 的 右边 就 等 于 偶数 ， 
这 和 假设 wx 是 整数 发 生 矛 盾 , 故 知 吾 之 4, 若 太一 6, 则 由 (5) 式 
有 : 

ΕΗ 435 το 


2[m* n" +D] 


BI H? + 3H +3= 3 = 
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Η 3GZ + 3Η +3) = 2D 二 n(n 二 1)] (6) 
EA HERR TAO 式 左 边 等 于 奇数 ,但 这 和 右边 等 于 偶数 发 
EFH RIRH H 也 不 能 等 于 8 ,推算 结果 LH 的 适合 数 是 : 

H = 4,12,16,28,36,7 
由 此 得 到 提示 ,五 值 必须 在 4 的 倍数 中 选取 ,由 (4) 式 和 以 上 试 算 
得 到 : 

αΞΗ ΙΑ 1 -- 5-2 ή 

一 12 十 1 一 13 一 3 十 2 

=16+1=17=# +? 

= 28 +1 = 29 = 5 +2 

= 36 +1=37=6 HI 
根据 以 上 提示 ,(1) 式 中 ,x 必 等 于 二 个 整数 的 平方 和 , 故 可 设 二 一 
双 十 多 ,因为 是 奇数 , 故 a 和 5 是 一 奇 一 偶 。 
假设 我 们 以 a = 6,5 一 1 代入 (2) 式 计算 ; 
人 4-13 — 1 am! H na t D> — 
212663 = m! + n(n +1) 
上 式 中 ,因为 x 和 (n 十 1) 是 二 个 连续 数 ,我 们 知道 二 个 连续 数 的 
乘积 的 未 位 数字 必 是 0,2,6 三 者 之 一 ,因此 我 们 可 以 通过 查 数学 
用 表 , 先 查 和 12663 接近 的 平方 数 ,因为 12663 是 奇数 ,得 知 上 式 
中 到 必 是 奇数 ,而 且 这 六 的 末 位 数字 只 有 1 和 9 才 适 合 , 按 此 情况 
查 表 得 到 111 的 平方 数 是 12321 ,将 12663 减 去 12321 得 到 342 ,而 
342 等 于 18 x 19, 仿 此 又 查 得 99 的 平方 数 大 9801 ,将 12663 減 
9801 得 到 2862, 而 2862 等 于 53 x 54, 因 此 得 知 有 二 个 不 同 的 mx 和 


二 个 不 同 的 .从 而 得 到 
や = 2m, = 222 J» == 2m, = 198 
z=37, 
z = 2m +1 = 31, le: = 2m + 1 = 107 
这 就 是 说 ,在 (1) 式 的 解 中 ,每 一 个 + 值 .y 和 xz 的 值 却 有 二 个 。 
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=m + n(n 1) 


按 以 上 这 种 演算 方法 ,在 (1) 式 中 先 确定 + 值 ,然后 通过 (2) 
式 去 求 出 y 和 < 值 ,那么 ,我 们 车 以 (a: 十 0)! 展开 可 得 ， 
Ca + D)? = a + a! + Baht + δὲ (の 
把 (7) 式 的 右 端 分 解 成 二 部 份 ,使 其 每 一 部 份 等 于 一 个 多 项 式 的 
平方 数 , 则 ν 和 z 的 表示 式 就 是 这 二 个 多 项 式 ,关于 这 个 问题 , 留 
到 后 边 再 详细 讨论 。 

(二 ) 在 (1) 式 中 ,如 果 z 是 偶数 , 则 > 和 >z 都 是 奇数 ,或 者 都 是 
偶数 。 先 证 明 ν 和 > 不 能 同时 是 奇数 ,如 果 y 和 z 都 是 奇数 , 即 令 
二 2813 一 2 十 lz 一 2 十 1 六 ma 都 是 整数 ,代入 (1) RẸ: 
(2}}} = (Qm 1) + (Qn 1S8 — 4n m bs H πὸ 十 
2—4f = 20n* om bh n) + 1 I 4n y? + etx RUE 
设 矛 盾 , 故 y 和 = 不 能 同时 是 奇数 ,因此 ,可 假设 y 和 > 都 是 偶数 ， 
即 : 


αἲ = oy tatc jn) 

Bl a? = 4n + è) (8) 
因为 > 是 偶数 ,由 (8) 式 有 8|zs 全 814(02 -- πλ) X BEL fne m — n, 
则 得 到 y = xz, 它 不 是 本 题 的 要 求 , 故 不 于 讨论 ,现在 假设 加 是 4 的 
ΒΒ, 

$m d. LECT VIDERER OD 式 得 到 ， 

= [Gt H ]1- 4t + 1) (9) 
EO 式 中 ,我 们 有 以 下 四 种 情况 : 

1 $ r= 2i a s ομὲ 1 

显然 得 到 唯一 解 为 = 一 上 一 1 
由 于 上 二 1, 得 到 m= n,y 二 z,【 可 合 去 】 

2. 令 z=4 — BWjz'—za2 ED 

因为 二 十 1 不 等 于 一 个 平方 数 . 故 上 式 无 解放 也 舍 去 了 

οι. 则 于 一 4 十 1 此 式 因 4 是 个 平方 数 ,同上 
理 . 此 式 也 无 解 。 
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4. r= nil αἲ -- dnl - 1) 
把 前 式 代入 后 式 整理 得 到 a = 4( 一 1), 于 是 有 : 
zo — 4G M Duy = 2m = 8 — 1). 


z= nc 8 + 1) aao 
由 第 六 章 第 二 节 【 引 理 AY OO) R RMA 2 RR T A? ER y 
和 = 得 到 

ェ ー ア デア 十 1,。 yctiü 1, z=ř41 ap 


其 中 #>1, 若 :是 奇数 , 则 了 是 偶数 , 若 : 是 偶数 , 则 上 是 奇数 。 
BAD 式 中 的 y 和 *, 只 是 (1) 式 解 的 一 个 表示 式 , 它 还 有 第 二 个 
表示 式 , 我 们 可 按照 本 节 (--) 的 演算 方法 , 先 求 出 解 的 各 个 值 , 然 
后 再 用 逆 推 法 去 推导 第 二 个 表示 式 。 经 过 道 推 [其 方法 在 本 章 第 三 
” 节 专 题 讨 论 】 可 得 到 (1) 式 一 切 解 由 以 下 各 式 表示 出 来 : 


sou Ρεποώ {0} [νετ BBa -- 0 
+ ” = α(αξ + δ) p = a(a! — 3 が ) 
其 忠和 6 是 任意 整数 。 
第 二 节 R= wy 十 2 的 整数 解 
R デー デキ an 
式 的 解 
(一) REESE E CÓ 的 方法 ,由 (12) 式 可 得 到 ， 
Erm tnat) aa 
为 了 探讨 (12) 式 中 ,同一 + 值 时 ,有 多 少 个 y 和 < 值 ,我 们 青 
演算 名 下 : 
DIL E 取 a= 2,8= 一 1 代入 (13) 式 得 到 : 
781 = mt + κο + 1) 


査 表 得 到 781 -- 25: 12 X 13 
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781 = 19 + 20 X 21 
781 = S? + 27 X 28 
E m =25, m-—12 
m -- 19, m — 20 
m=5, m=27 
KAD 式 中 , 当 z= 5 時, 有 : 
X —2m,—50,  z-—2m-c1-25 
Ye = 2m,— 38, — x — 2m c1 4d 
Xi 2m — 10, — m Im cl 55 
由 以 上 演算 得 知 (12) 式 中 ,同一 + 值 ,y 和 =z* 各 有 三 个 。 
CO 由 本 章 第 一 节 的 (9) 式 ,(12) RA: 


zd) 1) ao 
令 了 = 站 十 1 时 , 则 和 一 dst — 2n 
把 前 式 代 入 后 式 得 到 : 
(十 1 一 20 
HERRA y = 2m 得 到 yy -- :G 十 1): 
XB z= 2n, ᾱ--15 


故 得 到 (12) 式 一 组 解 的 表示 式 为 ， 
αξ +] y—gG -ἰ- 1): z= {+1} 
其 中 + 是 大 于 1 的 整数 。 
既然 (12? 式 中 ,同一 z 值 ,y 和 =z 各 有 三 个 ,上 面 这 个 表示 式 也 
仅 是 其 中 之 一 ,还 要 用 道 推 法 去 推导 出 其 余 二 个 [推导 方法 见 本 章 
第 三 节 3, 经 推导 最 后 得 到 (12) 式 一 切 解 的 表示 式 为 : 
rca BD y =al d αι -- δ(αἳ ἠ- ὁἲγὂ 
X = α(α' — 215 — 3b) z, = δίβα! + 2b — b) 
Xi a(a* — 104b! + 58) πι = δίδα! — 10b + b) 
其 中 和 8 是 任意 整数 。 
70 


第 三 节 3 =y tiA 


表示 式 的 推导 问题 
美子 アー ニタ (15) 
式 解 的 表示 式 的 推导 问题 


从 本 章 第 一 节 和 第 二 节 的 求证 过 程 中 ,将 各 个 解 的 表示 式 ， 
进行 对 照 和 由 演算 得 到 提示, 我 们 总 结 出 以 下 几 条 规律 
1. 不 论 是 奇数 或 个 数 ,x 的 表示 式 都 是 
ᾱ--αἲ-- δῖ 
2 16) 式 的 解 中 ,同一 = 值 ,y 和 * 的 表示 式 各 有 v 个 , 即 
EX o uk νι BERM ΤΑ ne 1,4 是 偶数 时 ,分 子 是 


3. Zn 是 奇数 时 ， 

OD» 和 x 的 表示 式 ,其 括号 内 各 项 的 系数 ,是 互相 倒 排 的 ; 

D 第 一 个 y 的 表示 式 是 = aa 十 六 ) 了 ,第 一 个 < 的 表示 
RE ει -- b 1- ante 

(3) 第 二 个 y 和 z 的 表示 式 , 其 括号 内 首 项 系数 和 末 项 系数 分 
别 为 1 和 3; 第 三 个 y 和 z 的 表示 式 , 其 括号 内 首 项 系数 和 末 项 系数 
分 别 为 1 和 5; 第 四 个 y 和 z 的 表示 式 , 其 括号 内 首 项 系数 和 末 项 系 
数 分 别 为 1 和 7。 其 余 类 推 , 则 第 i 个 y 和 >* 的 表示 式 ,其 括号 内 首 
项 系数 和 末 项 系数 分 别 为 1 和 2; 一 1. 


现在 讨论 解 的 表示 式 的 推算 问题 


本 章 第 一 ,二 节 中 曾 讲 过 , 当 是 奇数 时 ,(15) 式 的 解 都 可 通 
过 


ダー1 
4 


=m nn 1) CA 
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式 先 求 出 m 和 ,然后 再 代入 y 一 2m,z 一 2n + 1 但 是 这 个 演算 
法 ,比较 费时 ,应 该 求证 出 解 的 表示 式 , 现 讨论 如 下 。 

先 从 本 章 中 曾经 讨论 过 的 x 一 芯 十 1 进行 推算 。 在 讨论 了 一 
六 十 世 式 时 ,已 经 求证 出 一 组 解 的 表示 式 是 :一 兰 十 1 yr 
COpogm iQ DÀ, x —2 B 1-—548AO)D X 
过 演算 得 到 ? —5, z—10 x2. n=l Pns, 
a= 10, 就 是 由 第 一 个 表示 式 计 算得 来 的 ,我 们 将 (所 十 13 式 用 代 
数 公式 展开 得 : 

3 十 1 (B) 

如 何 把 (8) 式 分 解 为 两 个 多 项 式 , 且 每 一 个 多 项 式 都 等 于 一 个 多 
项 式 的 平方 数 , 根 据 前 面 演算 的 情况 和 以 上 所 说 的 规律 ,推导 如 
T: 

A OD 式 看 , 它 有 一 项 常数 ,由 已 知 的 =: = 11 看 ,11 是 奇数 ， 
可 以 设想 ,在 羽 的 表示 式 中 , 必 有 一 项 常数 项 为 1; (8B) 式 的 最 高 方 
次 项 是 < ,如 策 把 二 开平 方 , 则 出 现 所 ,但 (B) 式 中 没有 所 ,由 此 可 推 
知 这 二 个 多 项 式 中 ,至 少 有 一 个 是 用 去 乘 攻 ,由 此 又 可 推 知 有 一 
个 多 项 式 是 形 如 #2 土 …) 站 此 式 开 平方 后 为 :Lt: 土 …).] 由 于 已 
知 y, = 2,t — 2, 可知 形 如 z(t* 土 …) 式 是 适合 y 的 需要 的 ,由 此 
推测 (# 土 …) 就 只 能 等 于 1, 于 是 可 得 到 y, —2—:0 — DX 
代入 (15) REAM: 

G' - 0D! πώ + DF — 9c — 68 - 1-2 G? -- 1): 
经 验证 无 误 , 故 得 到 n — y! 十 2: 的 解 的 第 二 个 表示 式 为 

3 一 此 下 一 3) zn —35—1 

Ίνα τε αἲ δν να -- εἳ +R TTA αἲ Βῇ SS EI ΤΠ. 
Jm ala — 30) z, = ba! — POE BUE y Por Άμα, 
GER SNP DR HUE y 和 = 等 于 负数 时 ,并 不 妨碍 原 式 解 的 正 
确 性 .】 

上 上 式 为 什么 将 常数 3 和 1 套 为 3 和 好 呢 ?可 以 通过 实例 来 证 
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明 , 例 如 将 4 = 2 性 一 3 代入 z 的 表示 式 得 到 一 到 十 下 一 13, 再 
将 13 代入 (4) ΠΟΚΒΊΒΞΙ νι, -- ϑ.ει -- 46.νι = 39,2, = 26, 又 经 
过 试 算 只 有 以 347 Ἡ ο’ EUR SRL 1E REGES] y, — 9.2, 一 46, 有 了 
这 二 个 表示 式 我 们 就 解决 了 原 式 一 切 解 的 问题 。 
我 们 再 推算 本 章 第 二 节 中 一 组 解 的 表示 式 ， 
r= SHWE y = 50. z = 25. 
Xi: 38. z= Al, 
γι 10. z= 58, 
在 本 章 第 二 节 ( 二 ) 中 已 得 到 第 一 个 表示 式 为 ; 
y =Ë ἠ- D = 2H 1) -- 50 
zc D = H = 25, 
那么 ,如 何 再 推算 出 其 余 二 个 表示 式 呢 ? 先 由 代数 公式 将 Ct? 十 D 
RH. 
£st 105 2105-5 41 (ΟἹ 
(C) 式 中 ,有 常数 项 1, 首 项 1*, 显 然 在 y 和 < 的 表示 式 中 必 有 一 个 
JEH EG 土 …), 因 为 y= 38,ys 一 10, 都 是 偶数 ,而 且 上 一 2, 故 知 
tG* xo dE y, TI y. DER ED LG ΞΕ») 一 10, 则 因 2(24 士 
c) 二 10, 可 得 到 (C2! 土 …) = 5. BEPCO Xni nuns p Gt 
ERE 士 h) 二 中 其 中 RR 入 是 待定 的 整 歼 】 ,显然 必然 是 一 个 常 
数 ,而 且 是 奇数 ,推算 结果 — 3, 将 它 代入 验算 ,最 后 得 到 tz 一 
28 — 3) = 10, 
VG 15 [le — 24 — SY = 98-126 — 26 一 
4€ El Gr E28 --- 11 
BS y, m i0 — 20 --Άλναι = (38 -- 28 — 1) 
用 同样 方法 可 推 得: 
yim tG* — 108 5), σε (δε — 108 十 1) 
同上 理 可 得 到 
Ximaa(a Y αἰ-- b+) 
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3i = alat — 2αϊδ᾽ — 800), z, = blat + λα! — b) 
Yi = alat — 104153 十 509) ,zy = 5g* 一 10208 + が) 。 
其 中 和 2 是 任意 整数 .< 3. 5。 
ΠΚ 《 引 理 C》 的 求证 
GEO 为 了 简化 对 解 的 表示 式 逐 个 推算 的 过 程 , 特 加 ( 引 


理 C》 并 证 明 如 下 ; 
E= yH ae 

式 中 ,车 工 一 <c， ya z-b an 
式 是 满足 (16) 式 的 一 组 解 , 则 

= (18) 
式 的 一 组 解 为 : 

rcc, y=ac, ΣΞ ὃς ae 
证 ;以 (17) 式 代入 (16) RARA: 

“= ἠ- δὲ (20) 


A e 8 (20) 式 的 二 边 得 到 
ai a Pt cs (αἲ - DU) — a --- ολα -- (ac)! be = y! iu, 
HGE ORE. 
由 以 上 推算 过 程 ,可 知 在 (15) 式 中 , 当 # 等 于 奇数 时 ,可 由 “ 扒 
算 规律 ”推出 最 未 一 个 解 的 表示 式 [只 须 推出 最 未 一 个 ,因为 其 余 
的 表示 式 , 可 由 ア フー ニッ オデ 式 的 表示 式 和 《 引 理 O 直接 求 得 】 
34 2 STEEN , 可 用 勾 股 定理 和 6 引 理 C) 推算 ,这 样 (15) 式 的 一 
切 解 的 问题 ,就 完全 可 以 解决 了 。 
例如 : 
妈 一 区 十 过 的 解 中 和 = 的 二 个 表示 式 是 ， 
y = α(αἲ + δῖ) y, =al 一 303) 
や” m + b) や 一 上 (3az — の) 
ETO ο πι μα ο ROSA 
第 二 个 ,可 由 = 3 时 的 表示 式 [ 即 上 式 ] 和 《 引 理 Ο 得 到 
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[y = αζαὶ 十 が 7 [γι = ala — 30) at + が ) 
lz = bla 十 Y, 人 = ba — (DG -- が) 
第 三 个 表示 式 须 用 道 推 法 求 得 : 
ys = alat — 10405 + 559 
t = b(Sa* 一 100b? + の) 

又 如 x 二 十 肛 的 二 个 表示 式 中 ,第 一 个 是 由 勾 股 定理 和 
《 引 理 C》 得 到 ,第 二 个 是 由 勾 股 定理 重复 运用 得 到 , 即 ; 

i^ = 2abla + b) yz = 2(2ab) (a! — δὲ) 

= (の ー の が)(ef p b = ab) — (ez — y 

现在 可 以 将 = 等 于 奇数 时 和 = 等 于 偶数 时 ν 和 = 的 表示 式 分 

别 列 出 如 下 : 
1 — y 十 妈 式 中 y 和 = 的 表示 式 是 ; 

n= al -- PYT 
z = δ(αξ 十 b) T 
Φε = α(αὶ — 3b) (a! + E 
z = b(3a* — Dat 十 py 
90 = a(a! — 1028 + 569 (aè + δι) F 
z, = ὑ(δαὶ — 1009? + B (αἳ + b) 
yı = alaf — 21atb? + 35a°bt — 7b) (a! 十 PYT 
z, = 入 (7a5 -- Ἀδα δὲ + 21 の が 一 B) Ca? 十 DY 
Ys = ala" — 36a! + 126ab* 一 B4a*b* 十 903) (a + T 
b(9a* 一 Bdasb: + 126a*0* 一 36a!0* + D) (at 十 PYT 


Zs 


suco 


a "d ΕΛ + ) 
を が Pe の ター ルー P, ttg m 4 IT) EE) 


aun 
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2.4780 — y Ez RRP y oz p URS 
yi = abla? 十 Ys 
z = (αἲ Bat H gy 
ya = 2C2ab) (a — P) la E 
z = [(ab)! — (a — BN + by 
ya = 2ab(a! 一 36) (3a? — B) Ca + ο). 
z = {Γα(αξ — 3B) — [δ(αἳ — 560]! (αἱ + PY 
Ya = 2 X 2GabY Ca: -- P) Γ (20): -- Gh - PY Jat PY 
= (aab) t -- 8) — [Gaby at — PY T) e ΕΣ 


ys = Zab(Sa* — 10405 + 6) (a* — 1021 十 86) (at 十 8) 
ss = (Γαία! 10228 ο — 10248 80) ]* tat + 
Ye = alat! -- Fa! td: + Fat S — e x PAPST) + YE 


al 


z, = (Εαν — Fyah Fy δὲ oe Fb E + で 
以上 15) RP, y 和 を 的 表示 式 可 由 杨辉 三 角 计 算得 到 。 
HO 杨辉 三 角 【 有 些 书 叫 贾 宪 三 角 了 
由 (la 1 ὁ)' 展开 的 各 项 系数 依次 是 天 一 0,1,2，3…… 


1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 86 1 
1 6 15 20 15 6 1 
1 7 21 35 35 21 7 1 
1 8 28 56 70 56 28 8 1 
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1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 
1 11 55 165 330 462 462 330 165 56 11 1 
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1 
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1 
1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1 


1Ε(ᾳ -- RPR v C D 中 的 4, 其 关系 是 , 当 是 奇数 
时 天 一 2 一 1, 当 nn 是 偶数 时 ,= 27. 例 如 ;n 是 奇数 时 ,第 四 个 表 
示 式 , 即 上 一 4, 得 到 &= 一 2 一 1 一 7, 在 “三 角 ” 中 ,y 括 符 内 的 系数 
是 :1,21,35,7( 即 奇数 项 );z, 括 符 内 的 系数 是 :7,35,21,1( 即 偶数 
项 ). 又 如 是 偶数 时 ,第 四 个 表示 式 , 即 1 = 4 得 到 = 21 一 8, 在 
“三 角 ” 中 αι 括 符 内 的 系数 是 ;1,28,70,28,1( 即 奇数 项 );y, 括 符 
内 的 系数 是 ;8,56,56,8《 即 偶数 项 )。 各 系数 前 面 的 正 负 符号 , 则 按 
先 正 后 负 , 交 换 下 去 。 

将 mm 一 yu ο ο 

p = ab(Ba* 一 56atbz + 5θαῖδ' — βῥέγ(αξ + PY 

z, — (の — 28a%8? + T0a'bt — 284b + Ca? 十 の ) τ΄ 

其 余 的 表示 式 ,请 读者 仿 此 演算 验证 。 

RE (15) 式 解 的 表示 式 ,就 可 以 借助 于 杨辉 三 角 的 计算 ,省 
去 了 本 节 开 始 时 关于 推导 的 方法 了 。 

上 骨 举 例如 下 ; 

1) Rr” — y! 十 江 式 第 六 个 解 的 表示 式 。 

解 由 于 i 二 6, 得 到 二 21 二 12, 即 在 “三 角 ” 中 取 {4 十 
5 展开 的 各 项 系数 分 别 代 入 是 偶数 时 最 后 这 个 表示 式 的 公 
式 得 到 : 


7? 


δι = ab(12a'? 一 220g7 が 十 792a5b* 一 192a*b* + 220α 6} 


— 1269) (az ο. 


z, = (a! 一 60α δὲ + 495a'b* 一 924as08 + 495a*0* 
— 660b? 十 PD (at + pres 

D RÀ Sy (br 式 第 七生 解 的 表示 式 。 

解 ”由 于 :一 7, 得 到 &= 2 一 1 一 13, 即 在 三角” 中 取 (e 十 
ODE 展开 的 各 项 系数 分 别 代入 地 是 奇数 时 最 后 这 个 表示 式 的 公 
REA: 

yr = ala? — 7802! + 7150%5! 一 1716asb: + 128Τα16} 


— 287b + 135) (az 十 b T- 
2, = b(13a" — 2862"b! + 1287a*b* — 1716g% の 5 + Τ15α16᾽ 


— TBd'b* + D) (a? py 


第 四 节 求 ビ デー ゲー 的 解 的 表示 式 


R タニ アー (21) 
式 的 解 
本 题 在 第 六 章 第 二 节 中 虽然 讨论 过 ,但 它 的 解 的 表示 式 (8)， 
要 以 6 一 v,vk 逐个 代入 转换 为 (28) 和 (29), 同 时 w 和 有 & 还 要 适当 
取 值 ,这 种 演算 比较 困难 ,因此 ,本 节 再 仿 本 章 第 三 节 的 方法 ,直接 
给 出 容易 计算 的 解 的 表示 式 。 
如 辣 前 面 讨论 的 一 样 , 取 zx 为 奇数 ,我 们 知道 ,任何 大 于 1 的 
奇数 ,都 等 于 二 个 整数 的 平方 差 , 例 如 
3 一 2 一 工 
5 一 3 一 2 
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7 ニー ジー 
9 ニーダー 
H-8-s5 


KEPER, HR E e —6 
当 一 2 时 ,容易 知道 ,(21) 式 可 由 勾 股 数 求 得 , 即 
rca —5., ッ ー ダ の 十 が 。 z= 2ab 


当 z=3 尉 即 デ ニー ゲー デ ダ (22) 
的 解 。 
由 《 引 理 C》 和 (22》 式 ,得 到 一 个 解 为 ,z -- αἳ — δὲ, 
yı = ala — By 
t = b — 6) 


至 于 νε 和 z 的 表示 式 ,可 用 同上 节 的 推算 规律 , 先 将 
(αἳ -- Py 用 代数 公式 展开 得 到 
a! — 8a 十 3 が 一 が (A) 
ys 和 τν 的 表示 式 , 分 别 形 如 : 
ター α(αἲ 1- ἐδ) 
z, = blka + | 
(B) 中 的 是 待定 的 整数 ,C4) 式 的 首 项 ,已 由 Ba! x (の - 
给 出 ,第 二 项 , 则 将 (B) 式 的 yy 和 z, 中 找 出 含有 a 者 , 妈 ; 由 y。 
REE X a! X (E RE) =t kab, LA αὶ REG Χ OG! 一 
だ ge の 。 千 基 得 到 一 方 程 方 
2【 土 kath) — (kath) = — Bath 
条 为 土路 一 如 一 一 3 
故 得 到 站 一 3 
至 于 (4) 式 第 三 項 322%。 即 在 Me PRASA at ΒΒ 
已 取得 = 3, BTE y PA aG = gab zu 式 中 有 2 X 3a? x E 
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(B) 


が = set, TERI -NEN 
8a'b* 一 (+ δαΐδε) = 3cz82 
简 为 9 一 ( 土 6)=3。 
故 知 上 式 左 边 括号 内 应 取 加 号 。 
至 于 (4) 式 中 的 第 四 项 ,已 由 z 式 中 如 (6)? 给 出 。 
由 此 得 到 (22) 式 第 二 个 表示 式 为 ， 
yz = α(αξ + 38) 
= bB + 63) 
RME r = y HARAT = y O AR ENERET 
示 式 对 照 ,可 以 得 到 后 者 括号 内 全 部 取 加 号 。 


M n= 4, E] πὶ -- y o (23) 

的 解 。 
将 (23) MERG = y 5 (24) 
将 (24) H3! = Go Fe (25) 
由 勾 股 定理 和 (25) R RIE 

ο. z=e—d (26) 
在 (26) POSR SRL BD αἲ = c 一 ἆἲ 式 中 ,用 同样 方法 可 得 ; 

xoc a — b,c = d! + ὑλιὰ = 2ad Qn 


将 (27) RACO 得 到 ， 
ye = QabY + (aè + 63), z, 2(22b) (a! + の) 
我 们 将 xt = ye Ada ν ex vue T 
示 式 对 照 ,同样 也 只 须 把 后 者 括号 内 全 部 取 加 号 ,县 把 y 和 <z 的 值 
互相 转换 .由 此 得 到 (21) 式 解 的 表示 式 是 
zw = y αἱ RRRA: 
7 一 ai — py 


z= δία 一 ῥιγτὶ 
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νε = aa! + 8b) (a! — が) 
z = bo! 十 0) (a 一 ῥ1γ τ᾽ 
ya = alat 十 1005? + Sb!) Ca -- DOT 
z, = ὀ(δα! 十 10104 + が) (at — PY 
-i 


ye = alaf + 2latb? + 35a284 十 70 一 Bg 
z, = δία -- 38a? 十 21a204 十 δὲ) Ca? --- PF 


解 的 表示 式 : 
y — (i ἠ- δῦγ(α! — byte 


y- 


z = Zable — の) 

γε = Cab?! 十 (αἲ 十 PD Cat T 

2, = 2(2ab) (a! + PNE — T 

ys = (Cala + 3P 十 Oa! + 8021) (at — poti 
z, = 2abla? + 35!) (3a! 十 一) (az — bT 


《 附 言 两 则 》 

(一 ) 在 (21) 式 中 一 3 时 , 取 了 为 偶数 ,如 za 一 3 必 一 1 代入 
第 一 个 表示 式 得 到 ;x =a —5)-9—1-—8,y, -- α(αξ - が) 一 
24, = b(a! — b) 一 8 由 第 六 章 第 一 节 《 引 理 4》 以 2: 去 除 + 的 
解 得 到 xz — 2, 以 2 去 除 y 和 xz 的 解 得 到 y= 3.2 二 1, 同 理 , 可 得 : 

“x= 2Mt*,y — 3M?,z = M’ Wh M ERRO ΒΕ αὶ-- y 
式 的 解 的 表示 式 . 但 送 人 表示 式 量 由 =ー〆ー が ッッ ーg(gf 一 
妇 ),z 一 8 一 大)” 导 雪 来 的 ,其 它 各 个 表示 式 , 也 具有 此 种 情况 
不 须 重 复 。 

( 二 ) 实际 上 ,在 (21) 式 中 , 当 *>>2 时 , 它 的 解 是 无 穷 多 个 , 风 
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大 于 荆 的 任 一 整数 ,都 是 = 的 解 .在 确定 工 值 后 ,将 x" 分 解 为 二 个 
同 奇 个 但 不 相等 的 因数 ,这 二 个 因数 之 和 除 以 2 就 是 值 ,之 差 除 
以 2 就 是 < 值 ,因此 ,同一 个 + 值 ,y 和 z 的 值 的 个 数 等 于 将 z* 能 分 
解 为 每 组 同 奇 偶 但 不 相等 的 二 个 因数 时 的 组 数 。 以 上 (21) 式 所 列 
的 解 的 表示 式 , 只 不 过 是 从 (15) 式 的 解 的 表示 式 中 对 照 推 导 得 到 
的 一 部 份 。 


习题 ~ 
1. BP SER OMETE E sh =y HARP, 
rca +b, i a= 3, b= 2i iB 


s 
zx 1 一 mw 十 n(n 十 1) 式 


查 平方 根 表 , 算 出 y 和 x 的 一 切 解 ,然后 再 用 第 二 节 之 (二 ) 的 公式 
验证 。 
2 用 本 章 第 三 节 的 “推算 规律 "推导 出 xz — y +RNA 


示 式 。 
3. 用 本 章 第 三 节 4 引 理 ΟὟ 和 已 知 方程 中 ”< 6 时 解 的 公式 ， 
再 算 出 ダ ニア オダ 式 解 的 表示 式 。 

4. BARENE T = y 一 滨 的 一 组 解 为 Zz 一 3,y = 3282, 
zc 3279, 试 算出 这 组 解 的 表示 式 来 。 


第 八 章 KFT = y + ο) RETE 


在 本 题 讨论 之 前 , 先 回顾 第 七 章 中 曾经 讨论 过 的 , 即 在 形 如 
下 二 十 从 式 中 , 当 n>2 时 ,同一 个 z+ 值 ,都 有 若干 个 不 同 的 y 
和 =* 值 , 即 有 2 az 它们 的 个 数 由 方程 中 的 決定 】 那 
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Δ, 本章 是 否 也 存在 同样 的 情况 呢 ? 用 第 七 章 第 二 节 ( 一 ) 的 方法 
进行 探索 和 验证 ,结果 都 未 发 现 γι: 多 値 例 如 在 <* ニダ イッ 式 
中 ,已 知 z==9, 得 到 x! 二 9: 二 6561, 经 过 查 表 验证 , 它 只 等 于 二 个 
整数 的 立方 数 之 和 , 即 y! — 183 = 5832,2 = 9) = 729. X fni zn 
=y +t RP, EA r = 二 9, 得 到 zx’ 一 9 一 4782969, 经 过 查 表 验 
证 , 它 也 只 等 于 二 个 整数 的 立方 之 和 , 即 y! = 162 = 4251488,2 
一 81 = 531441, 当 然 这 个 验证 ,并 不 能 下 结论 说 ,凡是 这 类 方程 ， 
它 的 右边 二 数 的 方 次 大 于 2 时 都 如 此 ,但 可 以 肯定 , 当 方程 有 解 
时 , 必 有 一 个 形 如 νι 和 二 第 七 章 中 所 列 了 的 表示 式 . 从 本 章 起 , 仅 
就 这 个 表示 式 进 行 讨论 ,以 后 没有 特别 声明 ,所 指 “ 解 ” 或 “ 解 的 表 
示 式 ”都 只 指 这 个 表示 式 , 而 不 是 方程 一 切 解 的 表示 趟 。 

另 一 个 问题 ,就 是 关于 zx = y 十 x【[n 2» 2] 无 解 的 问题 ,这 是 
著名 的 费 马 大 定理 ,如 果 我 们 已 经 证 明了 n = 3,n 二 4 时 方程 无 
解 ,这 还 不 够 ,还 要 证 明 == 5,7,11,13,… 时 都 无 解 ,就 是 说 要 证 
明 ” 等 于 素数 时 无 解 ,可 是 素数 有 很 多 个 ,而 且 是 无 限 多 个 ,如 果 
要 逐一 去 证 明 它 ,实际 上 是 不 可 能 的 .现在 先 做 一 个 设想 ,在 形 如 
A= y H+ ο ΕΡΓΟ 2,m y nls5 Gm) = 1 时 ,方程 就 有 解 , 否 
则 就 无 解 ,要 解决 这 个 问题 ,实际 上 就 是 如 何 解 的 问题 ,从 本 章 起 ， 
就 专门 讨论 这 个 向 题 。 


第 一 节 R= yr ο 的 整数 解 


R αν Εκ Qi 
的 整数 解 [以 后 均 简 称 为 “ 解 ”] 
解 :仿照 第 七 章 第 四 节 ( 一 ) 的 方法 ,在 x = y! 十 如 的 方程 中 ,很 容 
易 得 到 它 的 解 是 z 一 于 十 名, 一 wz 一 62 和 是 整数 【下 同 了 .这 
时 我 们 可 以 由 第 七 章 第 三 节 t 引 理 Οὐ 得 到 (1) 式 的 解 为 

并 一 十 太一 am D). rb) 1- ὁ, 
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METE EE e 
式 的 解 为 
ェ ー の 十 が 。 ο -- α(αὶ LP. z= ba ΕΥ, 
由 本 节 演 解 可 以 得 到 以 下 结论 : 
GED 凡 方 程 为 形 如 
二 G 
RE LUIS Q5 RED e RE 
xad, ν--αία" +y, z= bla + y 
Dr ”也 是 止 整数 了 


第 二 节 Re 二 x 十 的 整数 解 


R rasyti (4) 
式 的 解 。 。 
解 。 r= 代入 (4) RERA 

αὐ -- ν) tz (5) 


由 本 章 第 一 节 的 讨论 得 到 (5) 式 的 解 为 
ο. πο. E) z=b(a db 
ἃ Gd 扑 )?, 从 而 得 到 (4) 式 解 为 : 
T= (a RB. y=al B) z= θα 十 ὁ. 

以 上 这 个 解 的 表示 式 ,如 果 要 求 在 (4) 式 中 取 > 最 小 正 整数 
时 ,【 或 者 说 (4) 式 的 解 为 最 小 正 整 数 }, 它 就 不 能 直接 给 出 ,但 可 
以 由 它 导出 最 小 的 解 ,例如 
以 a = 2,6 = 1 代入 得 到 ， 
z= (2 3 = 81, y= ala +b’) =18, x — b(a? +) = 9, 
再 由 第 六 章 第 二 节 《 引 理 4》, 我 们 以 M = 27 ER 81, XA M = 
9 去 除 18 和 9, 就 可 以 得 到 (4) 式 的 最小 正 整数 解 力 マデ 3, y= 
2，z 二 1 因此 ,又 可 由 此 导出 (4) 式 一 组 解 为 :x 一 3M’,y 一 
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2M' ,zx 二 1M. 其 中 MM 是 任意 整数 , 同 理 如 果 以 a 一 3,6 一 1 代入 得 
3 α -—784.y = 84.z = 28, 再 以 Mi = 8 ERR 784, E] M* 一 4 去 
除 84 和 28, 则 得 到 了 > 一 98,y 一 21.2 = 7, 因此 又 可 导出 (4) 式 一 
组 解 为 x = 98M',y 一 21M*,z = TM*.M 是 任意 整数 ,其 余 类 推 。 


第 三 节 WET s y 十 无 正 整 数 解 


Φιν ポー アー (6) 
式 无 零 外 的 正 整 数 解 .以 下 简称 解 ] 
证 :将 (6) 式 移 项 为 : 
ター アー y [c 
由 第 六 章 第 二 节 的 方法 ,将 (7) 右 端 因 式 分 解 为 : 
z = (æ — γ) (αἱ + ryt y) (8) 
令 ，【 本 题 中 所 引用 的 代数 都 是 整数 】 
z=kv 
z — y= b Gf] y—r—b 
キィ ッ キ アーg 0) 
a- b= 3ry 得 到 ea 一 到 十 3zy， 
Br CO GD C) 得 到 ， 
Gro)! = ab = b + 3zy) ao 
整理 变形 为 ， 
Co yb) ap 


3h 
HADAD ΗΕ ὁ E GO? 8] — I BERE EE os Mb cko, 


3811 b — vs νο EE — vL DES 5— v ERA EUDAR A 
bv A ADARA M= vi OD Ati foire 
QD 式 中 ,5 — v 时 的 情况 。 
Ab = RAUD 式 整理 得 。 
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v -- 1) 
3 
EUD 式 中 ,要 么 是 3 が , 要 信長 3 が 一 1, 要 么 是 二 者 兼 有 。 
先 讨论 alo, 
令 3m = vizedn 二 vw,m 和 都 是 整数 ,代入 (12) 式 整理 得 : 
3 が (8 一 1) = αἲ 一 3nzx, 并 代入 求 根 公 式 ; 


ra EFIE 
M 2Χ1 


_ 8π Επ 12085 — 1) 
= 2 


= xG — v) (12) 


as 
在 (13) 式 中 , 念 ビニ 9 二 12 だ — 1) 
Β r = 363 -- 449 -- 02 
又 令 -= 3m ,代入 上 式 整 理 移 项 ， 
σὲ D) -- 44} -- 1 ao 
EAD 式 中 , 因 (3,4) = }, 故 有 3U8 — 159 a]ri 一 1, 由 此 得 知 ， 
EOD 式 有 解 , 则 必 有 318 — 1, 
再 讨论 在 (12? 式 中 , 取 3| 关 一 1 的 情况 , 令 3m 二 如 一 1 代入 
(12) 式 整 理 得 
ダー デー ャ テッ 代入 求 根 公式 得 : 
aa LEVY Fm 


2X1 
LUEvMWVIct4um 
2 
4 τὲ = 1 -- ds 
由 此 得 知 , 若 (12) RER 
πλ tm as 
ΤΟΙ 
式 必 有 解 ,因此 只 要 讨论 (15) 式 的 解 就 行 了 。 


由 (15) X. 
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4 3 
= AB—3i-1 ae 
[ae foo 式 情 形 相同 了 


易 知 (16) 式 有 一 组 解 :一 rs LflliTk-n1fffim 一 0 
而 且 以 = 1 代入 (1) 式 得 到 要 么 z 一 0, 要 么 y=0, 这 和 xz>0， 
ΟΑΕΕ. 
〖 注 :车 取 刀 一 1 一 3 一 3 同时 代入 (12) 式 演算 结果 也 得 
到 同样 情况 ,读者 不 妨 试 演 】 
那么 ,在 (16? 式 中 ,除了 “一 疡 一 1 以 外 ,还 有 其 他 的 解 吗 ? 继 
续 讨 论 如 下 : 
HS XS Oe X. 
ΒΞ 1 -Ε δὲ 
ric bct 
Xo K = 0p 3k = 1(mod3)=k = 1(mod3) 
=>k=1 +34 
k= LHH RAD R: 
4(1 十 34) δή αι 整理 得 : 


124 (84 35 +D テー1 an 
OD Xr E n ERRE r = ὅτι 十 1, 代 入 (17) 式 整 理 得 : 
38 + 36 + D) = n0 + 1) ag 


由 (18) 式 易 知 ,35 和 (3 地 十 34 十 1) ἘΚ 
za 和 で 。 十 D HX 
同时 得 知 n, 和 (rs 十 1) 的 比例 比 35, MGR + 31 + D 的 比例 小 ， 
故 在 (18) RPH n > 38, EORR, OS 式 中 ,如 果 有 解 , 则 只 有 
7,125 + 35 十 工 的 情况 , 当 六 134 十 35 十 1 时 ,可 令 
ry = 3H 1- 3} 151 


η. 
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3 人 -一 十 和 (19) 
HOD 式 得 知 αι 是 形 如 3c 一 1 的 形式 ,以 a — 3c 一 1 代入 (19) 
AER. 
Πε — D! —& -.- 
之 tL3c(3c — 22 一 コー と (20) 
(G0 式 中 , 取 < 0,447 0, 且 是 c 的 一 个 因数 
当 c 二 1 时 由 C20) 式 计算 得 :63 一 1) 二 1 ] 
当 c 一 2 时 ,由 (20) 式 计算 得 :4(8 X 3-15) 5 2 1 
当 c 一 3 时 ,由 (20) 式 计算 得 :21 X 3-5) = 3 QD 
当 c 一 4 时 ,由 (20) 式 计算 得 :#4(40 X 3 15) — 4 
当 c 二 5 时 ,由 (20) 式 计算 得 :ii(65 X 3 一 2) 一 5 


由 (21) 式 得 到 提示 ,它们 中 ,每 行 中 括号 内 的 数 是 随 着 c 值 而 
增 大 的 ,而 且 是 递增 的 ,但 的 取 值 是 4 «ο 越 大 ,等 号 二 端的 
ZERK WOD 式 无 零 外 的 正 整数 解 , 也 就 是 (20) 无 解 ,由 于 
CO 式 无 解 ,得 到 (18) 式 无 解 ,这 样 逆 推 得 到 (6) 式 无 解 。 

另 一 证 法 上 接 Q8) 式 可 得 , 即 : 


(80295 + θά - 34 — itr) -0 (22) 
利用 代数 三 次 方程 求 根 公 式 ， 

、 6 
κα ah =r- σσ 一 所 一 二 ,并 将 其 代入 (22? 
整理 得 : 

e-d- eitr =o (38) 
将 (23) 式 的 二 边 乘 以 3 得 : 

214 -- 1 -- 360100) -- 0 (54) 


显然 ,根据 第 一 章 第 二 节 引 理 , 在 (24) 式 中 ,由 于 (27,3) = 3， 
而 3f1+, 所 以 知 (24) 式 无 整数 解 ,从 而 证 明 (6) 式 也 没有 正 整 数 解 。 
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第 四 节 hier =y — z 的 整数 解 


本 节 方 程 解 的 表示 式 , 只 须 将 本 章 第 一 、 第 二 节 讨论 题解 的 
表示 式 中 的 (十 ) 号 改 为 (一 ) 号 就 成 了 。 其 中 a 和 是 任意 整数 ,而 
ax b. 


nds ARAA 


本 章 讨论 结果 是 ; 
Cos 二 y! x os Of RUE: 
roca ky = ala baba E が)* 
( 二 )xY = y’ 土 ;的 解 的 表示 式 是 : 
z= (a! tO), y = α(αὶ t) ag — ba E が ) サ は 
以 上 = 和 :都 是 任意 整数 , 若 括号 内 是 “一 "号 时 , 则 天 0。 
(三 )z* = y τε κ) ΠΕ. 
附 :本 章 各 题 的 解 ,也 同样 可 用 第 六 章 第 二 节 讨 论 的 解法 。 举 
例如 下 : 
求 デ ニア ゲー HEERE 
解 :用 第 六 章 第 二 节 的 解法 , 即 “解法 一 ” 
yy Ty 二) 
令 : r= kv 
y— z= b, H] y=z+b, 
Cy! t zy + αὖ) = (y — αὐ) d 3αν = 0 }- 3αγ--α 
B (kuy? = ba = b + 32y) 


(u) - δὲ 
pag ーー 


Vb Euy HAAR, H b< a,b < ko. 
LER 


Ab = v RA XR. 


= zy = z(z + b) (a) 
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(だ 一 v) 
3 


以 ら ニダ 代入 (6) 式 可 得 ， 


其 中 上 和 ”要 适当 取 值 。 


一 z(z +v) 


用 本 章 第 五 节 结 论 ( 二 ) 得 到 本 题解 的 表示 式 为 : 即 “解法 二 ” 


z= (αἱ Py 
y= ald 一 が) 
ェ ー が の ーー お が ) 


FR a = 2,6 二 1 代入 (5) 式 可 


[τῇ 
Aiy= 14 


z=7 


ER a = 3,5 二 2 代入 (5) 式 可 


x i9 
Biy—57 


z= 38 


ER a = 4,6 = 2 代入 (6) Xa 


z= 56 
c4 y = 224 


z= 112 


| o» 


f. 


f. 


【 注 :* 式 中 由 第 六 章 第 二 节 《 引 理 AD EE ΟΡ M ,> 和 = 除 
U MFR M = 4, 则 可 得 到 如 同 4 的 表示 式 .3 


现在 我 们 验证 一 下 : 


在 "解法 一 "①⑪ 的 表示 式 中 ， 


当 取 " 一 & 一 7 时 ,可 得 到 园 “ 解 法 


二 ”的 4 的 解 , 当 取 wv 一 二 19 时 ,可 得 到 同 B 的 解 , 当 取 一 28， 
v= 112 时 ,可 得 到 同 c 的 解 ,又 再 在 “解法 一 ”"@ 的 表示 式 中 , 当 取 
k= 14,v = 2 得 到 一 组 解 为 :z 一 28,y 一 10,z = 6, 而 在 “解法 
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二 ”的 人 8) 中 , 取 a = 10,6 二 6 得 到 x,y,z 的 解 ,再 自 (4 引 理 Α) 把 
MP = 28’ 去 除 z, 把 M? — 285 去 除 y 和 z, 得 到 的 也 同 “ 解 法 一 "@ 
的 解 , 由 此 可 知 第 六 章 第 二 节 讨论 的 解法 和 本 章 第 五 节 的 结论 
(二 ) 是 一 致 的 ,但 前 者 选择 和 值 的 过 程 是 比较 困难 的 。 


习题 
思 本 章 第 五 节 的 结论 求 出 下 列 不 定 方程 的 解 的 表示 式 ， 
Labbe 


syte 


ELE RF” = y es WRN 


第 一 节 求 だ ゼニ メータ 的 整数 解 


R パー アオ ο 
的 解 
解 : 由 第 八 章 第 一 节 的 结论 ,可 得 到 (1) 式 的 解 是 : 

ατα t0, y=ala «δι z= bt P). 


第 二 节 Kr 一 y 1ο ΕΜ 


R デー アオ る D 
的 解 。 

解 。 由 第 八 章 第 一 节 的 结论 ,并 将 (2) SUCIOIERIAOS vmm ap. 

zy o 


同上 理 ,(3) 式 的 解 为 : 
T= yat. z= bla t p. 
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将 (3) 式 改 写成 (xz)’ =y 十 z*， 从 而 容易 得 到 (2) 式 解 的 表 
示 式 是 只 将 (3) 式 + 的 表示 式 改写 成 x — (a 十 5)*, 就 得 到 (2) 式 
解 的 表示 式 是 ， 
z= (αἱ BO! y m alat ἠ- Pu = blat + B7. 


第 三 节 αλα τν 十 x 无 正 整 数 解 


RIE r=y +e (4) 
无 正 整 数 解 
证 : 假设 (4) 式 有 正 整 数 解 , 则 必 有 一 组 解 z 是 最 小 正 整数 
而 满足 (4) 式 ， 
[DERE Γαι 65) 
将 (5) 式 改 写成 
zb Go (6) 
由 (6) 式 和 勾 股 定理 ,我 们 有 : 
カー の 十 が 。 y =al, αὖ-- 2ab (7) 


由 勾 股 定理 得 知 a 75 h, lab) =l, 2he — b. 
因为 ?he 十 5, 故 知 a 和 6 是 一 奇 一 偶 , 假 设 56 — 25, 
WA 式 有 マ デー dabo CS! = ab (8) 
因为 (a,5) = 1.f850 lah) = 1, 由 (8) s Cs b) = 1, 
PA a fü b 本 身 等 于 一 个 平方 数 , 故 令 : 


a= Pub, = v, FHG) ニュ 6) 
由 (9) 和 (7) 式 有 : 

y —ad -- δὲ -- (23 一 (2043 ao 
Β 410) 式 和 勾 股 定理 ,我 们 有 : 

2 = 2 の ッ ー の ー の だ ニー ど 二 の an 


HAD R 2v = 2cd-v = cd, XIN Gd) = 1, 故 知 < 和 地 本 身 也 
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是 一 个 平方 数 . 即 : 
c=Pd= } a2) 
以 上 cd,i,j n3 
以 (12) 式 代入 (11) 式 得 : 
goo rg» aa 


AREA n, 5 α, LHO 式 的 < ニダ BL αἲ 22 ἐν aD E, 
BaD AE S= iHi 08188 032 式 和 (5) 式 对 照 ,得 到 zi 二 
y (rv Lc {κλπ Βὲ αι 是 一 个 满足 (4) 式 的 最 小 正 整 
数 发 生 忒 盾 , 故 (4) 式 没有 正 整 数 解 .显然 ,由 于 zx: 一 六 十 x 无 解 ， 
从 而 z* -- 十 xz* 也 无 解 ,不 然 的 话 ,就 和 (x?)* = y! 十 z+ 无 解 的 
结论 发 生 矛 盾 。 


第 四 节 ”本 章 结论 


本 章 讨论 的 结果 是 : 
Coe 二 y! cii E EAE. 
z= a tby = ala d: PY -- blat + bt 
Cut = yt bs SR AUR RUE. 
z= (a! x ,y = ala 4- btt, = blat d: 9213 
(Da = y! xat 元 解 。 
以 上 a.6 都 是 整数 , 若 括 号 内 是 一 ”号 时 , 则 a 关 b, 


习题 , 
求 出 下 列 不定 方 程 的 解 的 表示 式 
1 ポー ゲオ ダ 


Lr =y --αἱ 
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SEO Πήρα" -- ο) te WERA 


第 一 节 RiEs = ο) 十 元 正 整数 角 


RE reyt ω 
式 无 正 整 数 解 
证 : 仿 第 八 章 第 三 节 的 方法 得 到 ; 
Da EL rere) a 
其 中 :z 一 如 
ッ ー テ ァ ー ャ 
zy=T 


(2) 式 有 三 种 情况 ,要 么 是 5| 尽 ,要 人 么 是 5| 占 - 14 ΒΕ 
1. 但 都 和 第 八 章 第 三 节 一 样 ,三 种 情况 的 结果 都 相同 , 现 只 须 讨 
论 其 中 一 种 就 可 以 了 ,讨论 第 一 种 情况 , 即 51ο 

令 5m 二 v=>5n = v HERA O) 整理 


得 到 125205 — 1) = T? + 25m2 人 (3) 
代入 本 根 公式 
ーー25 土 Y625% 十 4X125 一 1) 
2X1 
ーー25g 土 5 /505 c 408 — D3 
2 


4&r-—505-4 40 17 
Won or fibi-s5cra4G-D 

=5ri — 4M -5—4-1 (4) 
易 知 (4) REAREA n = & 一 1. 这 也 和 第 八 章 第 三 节 的 道理 由 
(2) REIT — 05v ET 0 RAT >00 Mv >00 ΗΖ. 
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那么 (4) 式 中 还 有 没有 7 > 0,6 1 工 的 整数 解 呢 ? 由 第 一 章 引 理 


(4) 式 有 

πα Έα 

ἀ 1 +5 + 是 正 整 数 
XB E — 1 H iIk = 1 (πιο) ΕΞ 1 (πιοᾶς) 
>k = 145 代入 (4) 式 : 
Sri 一 4(1 十 54) 一 1 整理 移 项 得 : 

ri — 1 = 205 (125: + 125: + 504 + 105 +1) 
易 知 (5) RP ERR Orn = 20 十 工 代入 (5) X 
fir; 十 1) = 550251 + 1254 + 508 + 108 + 1) 
因为 :人 (rastrs 十 1)) -1 

(δεν (1258 + 1258 + 504} + 1011 +1))=1 
所 以 唯 有 rs|125tt 十 1258 + 504 + 104 +1 
4 ra = 1954 十 1258 十 508 +104 +1 


., 1251 + 1255 + 50η 十 105 +1 
a 


BE rz 

将 其 代入 (6) 整理 得 : 

55 — 25d — 258 — 105 ~ 2) =] +a 
(7) 式 中 易 知 等 于 形 如 5c 一 1 的 形式 
以 a = 5c 一 1 代入 (7) 整理 得 ; 

ει f5c(5c — 2) — S Gi + S 4- 22 — 1] 9e 
(8) APR c 0,5 » 0, H t ee AC 
当 c= 1 时 ,由 (8) 式 计算 得 ， 
&(5X3— δε (δή + 55 8) - 1571 
X c= 2 时 ,出 (8) 式 计 算得 ; 
(5 X 16 — 855055 + 54 二 2) - 1]— 2 
当 < 一 3 时 .由 (8) 式 计算 得 ; 
“5 X 39 -- δη (δή 十 5 二 2) 一 17=3 


(5) 


(6) 


e) 


(8) 
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当 c 一 4 时 ,由 (8) 式 计算 得 : 
ALS X72 一 55(05 人 十 5 十 2) 一 1 一 4 
当 c=5 时 ,由 (8) 式 计算 得 : 
“(5 X 115 一 5A (54 + 55 十 2)》 一 1 一 5 
当 c = 6 时 ,由 (8) X HG: 
& C5 X 168 — δε (5 +54 5-2) —1]— 6 


由 以 上 计算 得 到 提示 ,不 论 是 那 一 列 ,t 值 越 大 列 式 等 号 二 端 绝 对 
值 差 忠 越 大 ,也 就 是 恒 不 相等 ,例如 第 六 列 当 c 二 6 时 ,由 于 6=1 
X 6 = 2 X 3, 故 这 时 ει 的 取 值 范围 是 1,2,3,6。 

pn = 1 时 ,计算 这 列 的 左 端 得 到 779 

当 二 2 时 ,计算 这 列 的 左 端 得 到 1038 

当 厂 一 3 时 ,计算 这 列 的 左 端 得 到 一 573 

3n — 6 时 ,计算 这 列 的 左 端 得 到 — 33126 
由 此 得 知 (8) 式 等 号 二 端的 绝对 值 左 端 乙 大 于 右 端 ,由 此 逆 推 得 
知 ) 式 无 解 。 

第 八 章 第 三 节 、 第 九 章 第 三 节 和 本 章 这 一 节 所 讨论 的 不 定 方 
Ἐξ, 就 是 著名 的 费 马 大 定理 ,本 书 不 拟 做 进一步 的 探讨 .但 为 了 帮 
助 读 者 了 解 一 些 有 关 情 况 , 即 在 

αλα PTR% 
中 用 第 八 章 第 三 节 的 方法 [通过 杨辉 三 角 计算 ( 见 第 七 章 第 三 节 )】 
可 以 得 到 以 下 情况 ， 


Burm yu ου 


H 


3T 
u 
— DIT) 
ΜΗΝ 
zy bg EZP I qug ry 
ΜΗΝ 
zog ge TEL = gat TY + TD 
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【 注 "9" 是 3* 的 数 , 不 是 素数 , 仅 列 出 参考 , 下面 不 是 素数 的 ， 
就 不 再 列 出 来 〗 


8 。 (が 一 644 qw 2 am 
αν =y! baie c G* -E TY ἠ- (αἱ 十} GT?) 
ΣΣ VL = QTY + 26? + TY GT) 
go yt gs va D = (σὲ HTY 十 SQ! + TY GT?) 十 GP 4- 
DETS 

ー sR) 。 s : «(τι 
zo yh eS IUE o t T 108 + TY GPS) 

+ 364 + TYTO 


mol ya gp una UU 1) L E z rT? 
a = y! gos TS ce GA ET) H 1267 + T) T) 


十 14(v TY QT? + (οἱ t DET 


dthue—cuy—Tye—r-vBHr—y- 
由 以 上 的 演算 ,可 以 推导 出 : 
アニ ェ ア ο. = DE ας ITO 
+ a TT NT + 
十 a? ἡ- TCT: 
RRT aimo duse 
至 于 式 中 的 a 之 值 的 规律 ,有 待 于 进一步 的 探讨 。 
如 果 证 明了 以 上 各 式 &T,z 的 正 整数 解 中 不 能 逆 算 出 my 
的 正 整数 解 时 ,就 是 证 明了 当 ”等 于 这 个 素数 请 时 , 费 马 大 定理 成 
HR MREP AVT REER, CREER ryz 
没有 正 整 数 解 了 。 
我 们 知道 ,按照 阿 贝 耳 定理 ,代数 方程 根 的 表达 式 , 只 有 二 至 
四 次 方程 根 的 表达 式 , 即 五 次 以 及 更 高 次 的 代数 方程 没有 一 般 的 
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根 式 解 ,所 以 当 p 守 7 时 ,就 不 能 用 第 八 章 第 三 节 的 方法 去 证 明 。 
事实 上 ,素数 有 无 限 多 个 ,用 这 样 的 方法 即使 可 以 证 明 也 只 有 限 
个 ,这 正 证 实 了 大 数学 家 们 所 训 诚 的 , 费 马 大 定理 是 世界 著名 数学 
难题 , 它 不 可 能 用 初等 数论 的 方法 [包括 如 第 八 章 第 三 节 的 方法 】 
所 能 解决 的 ,希望 数学 爱好 者 不 要 走 入 歧途 ,徒劳 无 益 浪 费 精力 。 
作者 写 到 这 里 非 带 惊 喜 地 获知 英国 数学 家 美国 普林斯顿 大 学 教授 
Ei 尔 斯 最 近 已 向 世界 数学 界 公布 ,他 已 攻克 了 这 一 困惑 世界 数学 
家 们 三 百 余年 的 数学 难题 [ 费 马 大 定理 了 ,这 也 是 证 明了 和 类 的 智 
慧 是 无 穷 的 ,事物 的 发 展 总 是 随 着 时 代 的 车 轮 滚滚 向 前 ,科学 是 永 
无 止境 的 。 


二 节 ”本 章 结 论 


由 本 章 第 一 节 和 第 八 章 第 五 节 的 结论 可 得 ; 
can y! 土 湾 的 解 的 表示 式 为 : 
Ee 
ニー アッ xor EL ΒΕΠ. 
x= (a Eyy = ala ΜΗ... πο... 
QI y xo ARRA: 
ccco(d 4- ὀῥλλνν = ala x5) = bla rb 
四 .zx — y 土 必 的 解 的 表示 式 为 : 
z= (d t yy = ala t byte = bla t yta 
Er” = ο) ds XE 
以 上 w ὁ ἘΡΕΙ͂, ἘΠ ΒΡΕ 号 时 , 则 a 0. 


z= ba 1 y, 


li 
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第 十 一 章 kresy tef 
的 表示 式 的 方 法 


从 第 八 、 九 .十 章 的 讨论 得 知 , 凡 在 形 如 
= 
式 中 , 若 (gzw) 一 则 方程 必 有 解 ,县 知 必 有 二 个 正 整数 we 使 得 
mv 十 1 = n 成立 ,并 得 到 方程 的 解 的 表示 式 为 : 
rc (an Ey 
y = ala” Y 
z= bar y 
举例 如 下 : 
例 一 。 求 ダ = ッ 十 的 解 的 表示 式 
由 本 章 引 理 和 本 题 有 : 
mo 十 1 二 ml 十 1 一 7c 
得 到 c= 8-- 11650 — 5 + ?t,t 是 正 整数 ， 
故 例 一 的 解 的 表示 式 为 ; 
z= (αἲ -- gym 
y= ala ο. 
z= bla 十 pns 
例 二 : RÀ = y ox 解 的 表示 式 
由 本 章 引 旦 和 本 题 有 : 
mv 十 1 = nco + l -- 17ε 
ΒΕΒ ιο -- 5 1- 75v —12-4- 1t, 
故 例 二 的 解 的 表示 式 为 
z= (a! H tr 
y= la ἠ- Et 
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z= ba 十 gym 
以上 a 和 都 是 任意 整数 ,但 < Γὐ-0. 
习题 
,判断 下 列 不 定 方程 有 否 非 等 整数 解 ， 


Dr ニダ ゲオ キダ 


| 


(Dr = γ'' + z" 
n= H αἱ 

二 , 求 下 列 不 定 方程 的 非 等 整数 解 : 
(Dt = yf + 


Do 
三 ,用 以 上 各 章 的 结论 ,证 明 αὐ — y! 1-5: 无 解 。 
,用 第 七 章 第 四 节 解 的 表示 式 求 ?= y! 十 z! 的 正 整数 解 .( 本 题 
用 第 十 三 章 的 引 理 求解 较 易 ,这 里 要 求 用 第 七 章 第 四 节 的 解法 , 目 
的 是 让 学 者 加 深 理 解 和 巩固 前 一 段 的 演算 方法 》 


IH 


第 十 二 章 WERT = γ' tenm m>? 
式 有 解 的 充 要 条 件 是 (m,n) = 1 


证 ; ἩΜΙΕΙ͂Κ.1ἑα’ = yH nmm 之 2 式 中 ,车 
(nm) =d 27 1, WA m — a' don -- P d d 入 是 整数 ;这 时 dCwm 
十 DRRR, d| Cvm 十 D-delc 是 整数 了 一 (vm + >de = 
vad 十 1>d(c — va^) = 1, 这 是 不 可 能 的 , 故 dm 十 1。 

由子 don 十 1, £8 8I bd Mom 4- Dn Com + 1), BET nom 
十 1), 得 到 πωλίτπε 十 1) ,这 和 第 十 一 章 (一 ) 有 二 个 正 整数 ww 
能 满足 vm 十 1 = nw RREFERA n,n) -- d 2 LIGUE 
=y +n Am m> 2 无 解 ,这 个 证 明和 著名 的 费 马 大 定理 是 一 
致 的 。 
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第 十 三 章 ”关于 形 如 x = y" t ο 式 解 的 讨论 


テア エダ 其 中 を 都 是 正 整 数 €» 
【本 章 讨论 过 程 中 ,所 列举 的 方程 , 书 中 只 说 :例如 … 方程 有 
解 ,但 …… 方程 无 解 ”. 都 将 解法 省 去 , 留 给 读者 演习 ,另外 所 举例 
题 , 都 有 一 题 多 解 ,但 只 选 解 其 一 ,也 留 给 读者 演习 下 
综合 以 上 各 章 的 结论 ,得 到 (C) 式 有 和 否 整 数 解 的 一 般 结果 如 
F: 
《一 ) (C) 式 中 的 三 个 指数 ,如 果 是 不 同 的 素数 ,包括 素数 
的 多 次 方 数 】 则 方程 必 有 解 。 
EOS Un. k) = r 达 最 小 公 倍数 了 由 第 十 一 章 引 理 得 知 ,有 二 个 
正 整 数 v 和 < 能満 足 
wp 十 1 王 成立 井 得 到 ) 式 解 的 表示 式 为 : 
z= (a tM 
y — aa" + ΜΥ 
z= ba 4 EMIEL 
rias M JEDE PRATO. Η an -- 0 πε 0. 
(Z) M Gam) = LB 
OD RIUR nom E ARERR R, REEE) 中 的 公 
R TERAM MU -- γί re = y d ir τα γι η- αὖ, 
… PARAE αἲ -- y! rua my! το t, 都 元 解 。 
(2) 如果 nm k HAZRA R TAA 中 的 公式 ,例如 
aH o y! gant o y! x e ΠΒΕΡΡΧΕΉΓΈΡΙΙ α) — y! -- 35 
有 和 解 ,【 见 本 章 例 三 ] 但 x -- y 十 x* ΧΕ. 
由 于 (一 ) 中 的 公式 和 x ーー デー タ 有 解 ,从 而 推 知 当 方 程 为 
an P y -- φῦ 都 有 解 
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但 在 x” = y" 一 οὔ 式 中 ， 

HER Οὐ m) = GE) = GE) c 1 时 ,方程 帮 有 解 。 

【 自 明 情 況 , 見 以下 例 六 ヨ 

又 由 于 zz 二 x 十 江 无 解 ,从 而 推 知 , 当 方 程 为 

AR 一 y 十 SV 时 也 无 解 

RAH - y! itu o y a BEA ATHE 24778 


and 一 ym 十 KDE 

(nm) = QVE) 一 工时 ,方程 才 有 解 

(OR LIN NIA LEM ELLE ST ΠΙ 
偶数 互 素 , 则 方程 就 有 解 , 若 二 个 奇数 不 互 素 , 则 偶数 都 不 含有 这 
ο κ ων να BU ut y! zur y 
ο ーッ 5 上 C] MN RUE ET φρο. 
都 无 解 。 

(三 ) 当 人 ym, 如 = 2 if, 

(1) 如 果 (C) 式 符合 移 项 写成 形 如 

タッ ーッ QF 

REKO 一 二 则 (C) 式 有 人 解 , 若 Gu) 一 2, 则 只 有 有 限 
解 ,例如 z* ニ ゲ ナ GO も が ニア デオ Ga m y! Gu 58 
BARE r = y 十 CY! 无 解 ,〖 已 在 第 九 章 讨论 】 

《2) WRO 式 写成 形 如 

("y m Gy Gy 

这 时 ,(C) 式 有 解 的 首先 必要 条 件 是 mn! e 是 不 同 的 素数 ， 
或 二 个 奇 素数 和 一 个 与 奇 素数 二 二 都 互 素 的 偶数 ,例如 (22)? = 
OV ἠ- GG! = QD e Gt BUR REL B G0! — (P 
(55, Gr! e C! 十 Gt 都 无 解 。 

(四 ) in τε 2,m = 3, CO 式 右边 中 间 符 号 是 “十 "号 时 , 则 无 
论 训 是 什么 正 整数 ,CC) 式 都 有 解 。 
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CR) G,m,£ > 2 时 ,(C) RER. 
ΕΕΚ 
A: Rr =y He R 
解 :由 本 章 (一 ) 的 引 理 , 上 式 有 5,3} ニ = ニー15 
150 十 1 = Τε, (β}υ = 6,c 13, 
得 到 解 的 表示 式 为 : 
z= (a + 
ッ ー α(α + EN 
z= δα yum 
由 第 六 章 第 二 节 《 引 理 4 江 以 下 简称 引 理 4】 得 到 本 例題 的 解 
的 表示 式 为 ， 
z= (a + nM 
i = al 十 EM” 
z= bla 十 D)" MS 
EH ab M 都 是 零 以 外 的 整数 ,o -- 6 9e 0 
BILO Rey ced 
和解, 将 原 式 移 项 改写 成 ， 
(= -- γι 
EX (4,6) — w= 12 
120315 Τε —!íbv-d4c-], 
得 到 解 的 表示 式 为 ; 
v= (αἱ-- Y 


z= alat 一 ym 
y= blat — ῥ'γ τ» 
dé = (αἱ by 式 中 
4udo-a-—W 
BG! 一空 ,得 到 = 一 好 
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HRAS ah 
BOUES = 0-8 
由 第 七 章 第 四 节 公 式 , 上 式 有 : 
b=- δὲ 
a! — (αἱ + 6D (at — ὁ] 
z, = 2mb, (d — H)? 
由 《 引 理 Α) 以 M ER a M 的 值 ,以 M 去 乘 b 的 值 ， 
先 在 到 一 (t ilai AM 式 中 用 配 方 方 法 求 出 8. 
ΗΠ ια! = Caf BD — 69D {αἱ -- DP 
= (aj + O(a ~ 607 
… EFL M = (αἱ - 0) 时 ， 
同上 理 可 得 : 
a = (aj + λα — 6D = (αἱ + 6D (t — DM 
DP = (aj — ολ Gt + BD = Cat — DM 
z, = δαιῤι(αἱ — BD GL + BD? = 2a b. Ca] + DD (at — BM 
最 后 如 同 例 一 的 道理 得 到 本 题解 的 表示 式 为 : 
x = alat — p) MB 
ΘΗ» = κά 一 MY 
z= αμα 。 
VA EG rif a ἘΠ πι di CO PRH, DHH αι RUD. ELE ΜΙΜ, 
都 是 零 以 外 的 整数 ,而 a πε ὃν. 
例 三 , Re =y ti 
解 ”将 原 式 改写 成 : 
αἲ -- oy! oG 
由 第 八 章 第 二 节 公式 得 到 上 式 解 的 表示 式 为 
r= (a 一 の 5 


y= al + が ) 
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zm dk) 4- δ) 
由 《 引 理 AD M RR r EAM JURE M y HL ΑΝ x n 
用 例 二 的 方法 .在 

デー が の + M? 
式 中 用 配方 方法 直接 求 出 M 是 不 可 能 的 ,因为 z* 和 M 同 是 平方 
数 ,而 PCa + が ) 也 不 能 直接 进行 开 方 .但 它 却 很 容易 得 到 

当 ゥ 一 2、 5 二 1 时 

可 得 到 :二 = (2 l) 一 9, 得 到 xz 二 3， 
于 是 得 到 

zc (十 如 )? 二 81 

y α(αἲ + ὁ) = 18 

<= 3 
由 《 引 理 AVI M? 去 除了 > 值 ,以 2 去除?> 值 ,以 M 去 除 = 值 ,由 观 
察 易 得 M — 3, 然 后 仍 由 《 引 理 A》 洒 得 到 例 三 解 的 表示 式 为 : 


x= 3M} 
y= 2M} 
z=M, 


其 中 Μι 是 零 以 外 的 任意 整数 

由 于 < 一 1. 而 1 也 是 个 整数 的 多 次 方 数 . 故 在 本 章 (C) 式 中 车 二 
2. 二 3 时 , 则 可 以 是 任意 正 整数 ,但 当 是 奇数 时 , 则 Μι 只 限 
于 正 整 数 。 
Sym. 3ξα’- yt t HR 
解 , 将 原 式 移 项 并 改写 成 : 

ダー デー Ωγ 
由 第 七 章 第 四 节 公式 和 于 式 ,有 

Στ. αἲ b 

mom (a! c Cat が )? 


XY = 2ab( DPY 
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这 时 仿 例 二 的 方法 ,在 
y! = 2αδ(αΐ — UY M! 式 中 可 得 到 
M = 2ab 
最 后 得 到 本 题解 的 表示 式 为 : 
z= (24) Ca? — b) Cat 一 20 
y= (2e の Ge ~ HM 
z= 2ab(a! - MI 
Hp ab 和 Μι ERNO RYTI a A ο. 
BER. R =y 
We. 将 原 式 收 写成 ; 
abe cb GO 
由 第 七 章 第 三 节 公式 和 上 式 , 有 ， 
rca ἠ- δι 
y= (の 一 が )(g py 
αἱ = able 十 が) 
仿 前 例 , 在 z 一 abote 十 PYM 式 中 、 
得 到 M = (ab) (a! + が ) 
最 后 得 到 本 题解 的 表示 式 为 ， 
z= ab) (a! + DM? 
Y = (ab a — bp) (a: + YM 
z= (2ab) (a! + M? 
Epad M 是 零 以 外 整数 ,而 ea 天 六 
例 五 也 可 将 其 移 项 改写 成 ， 
(z) 


Poo ov 
亲本 章 引 理 ( 一 由 上 式 , 有 :6,2 ニ wー6 
buti νε ΠΩ 
ΠΚ CU. 
= 3 


coc ala — δδ)' 
y= (a — bs 
仿 例 一 的 方法 在 
zo (at B 
bsd 
HeD =} 得 到 一 于 
Νε ο -- αἲ -- δὲ 
移 項 2 二 对 十 如 
由 第 七 章 第 三 节 公 式 和 上 式 , 有 
fa = (a + 6DM, 
Q2, = 2ajb lat + HI ΜΙ 
b= (a — bi) Cai + DMI 
故 例 五 又 有 一 组 解 的 的 表示 式 为 : 
{5 = alat — iyi 
Gy = bla -- bM? 
z 4M) 
Dhaba iB GO PAR HELD 中 的 a か OLEUM. M BER 
PLEG ΠΠ αν Æ δι. 
AA: MAHE r = y — ον 
APE (Απ) 2m OR BE «ΠΒ πα πες 
Uf ont) τε QUE) τε CR 
ie 
τ 5“ ἩΒΕᾺ. 


By = 3M' 【 见 例 三 】 
iz—= M 
Bri (O 和 6) ΗΒ. ΒΕΠ. 


a" — 2M* 
Qiy" = aM? 
z=M 
令 M=2X3 
先 求 出 上 式 中 的 a 和 5 和 值 。 
EM -- 2’ Χ 3 和 全 ,我 们 可 立 以 下 方程 组 并 转 为 同 余 式 组 ; 
2e 二 1ー ア gg  (2a-d 19 OGnodn) ‘24=— 1(modn') 
Daa = m'ed 3a = O(modm!) =x a= 0(modm') 
a = keg 1 a = Omodk') L a = 0(modk') 
2 =nd, 2b = Otmodr ) b = (modit ) 
@ 3+1 “wam 3b + 1 = O(modm' ) > ἵνα - d Gnodm! ) 
ὁ =kd, b + 1 = OGnod') p Omod E ) 


这 时 ,@@@ RARO 有 解 ,否则 无 解 。 
再 例证 如 下 : 

例 如 : 求 ニッ リーダ 的 解 ・ 

Gy = (t — Gn 
IAE. 


η = 3n! = 5,8 二 2 代入 DO ARRA: 
2a z— lOnod3)-a = l(nod3) 

| Cmod5) 

Cmod2) 
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{b = 0Gzog3) 
n 一 l(mod5)=b = 3(mod5) 
b = 0(mod2) 


HITER a = 10(mod30),b = 18(mod30) 
MM — 209 x gt 代入 本 题解 的 表示 式 整 理 得 : 


E] 


erp M 是 零 以 外 的 整数 


αἲ = Mær ο... 
y = My ο... 
αἲ = Mz = 25 x M 
试 判断 下 列 方程 有 否 整 数 解 
1. αἲ moy — un 
gano αρ 
ze ニー ター る 
判断 如 下 : 
1. HAY e ο) - αν 
将 其 代入 以 上 ΘΘ 同 余 式 组 : 
[22 デー 1Gmod?)=>a = 3(mod7) 
a = θ(πιοᾶς) 
1 = 0Gog4) 
b = 0Cmod7) 
s — 1(mod5)=>b = 3 Gnod5) 
b = 0(mod4) 


因为 :{4,5} 二 20,20a = 3(mod7) 
而 (20,7)13, 有 解 ， 
(4,1) — 28,285, = 3 Gnod5) 
mi8,5|3 Hf. 


故 知 1 题 有 解 。 
2. 改写 成 : GU? = Q0 一 (Q5 
将 其 代入 以 上 O ARRA: 
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|: ==- pOnod7)77a = S(mod7) 


a = OGnod4) 
a = θ(πιοάθ) 
b = 0(mod7) 
fe — 1(mod4)=>b = 1 (mod4) 
b = 0 (mod 6) 


由 于 (4,6) = 210 一 0), 或 ({6,7) ,4) — 2H ECT 2 ΒΙΧΙΒΕ. 
3. 改写 成 :(z — (Q0 — (G* 


将 其 代入 以 上 S 同 余 式 组 : 
2a =— 1Gnod5)2»a = 2(mod5) 
| ; = OCmod2) 
= 0 Gnod4) 
b = QGnod5) 
a=- 1ποάλγ-»8 =+ 1Gnod2) 
b = 0(mod4) . 
由 于 (2,4) = 2( 士 1 一 0) ,或 (14,5} 9) = Z1 E 18 3 
题 无 解 ， 


由 以 上 的 讨论 和 例证 得 到 ,(C) 式 有 解 的 充 要 条 件 是 ⑦⑧ A 
余 式 组 有 解 ,而 OOR RHR m KERRIER, A 
而 (C) 式 有 解 的 充 要 条 件 是 双 m 三 数 都 二 二 互 索 。 


Bb. 求 デ ニ ゲ メータ 的 解 ( 原 式 ) 
解 。 由 第 十 三 章 引 理 ,上 式 解 的 表示 式 是 : 
即 原 式 解 的 表示 式 : 


y = ala — が) が 
z= bla? — oM" 
若 将 原 式 改写 成 ダニ メー αλ) 
则 由 第 七 章 第 四 节 公 式 , 上 式 有 : 
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f; = (gi — dM 


z= が 
中 = α(αἳ --- δῦ) 
zi = bat — δ) 


ェ ー ア ゲー アゲ 
{04 y; = ala + 3 が ) 
li = ὀ(8αξ + δῖ) 
这 时 Φ 的 一 切 解 ,可 由 原 式 解 的 表示 式 给 出 ,例如 在 Θ 中 取 
a= 6,6 二 2, 即 得 到 x = 32,y = 192,2 = 8, 在 原 式 解 的 表示 式 中 
取 a 二 3,6 一 1, 即 得 到 z= 8:M',y = 3 x BM = Μ᾽, ΙΙ 
ルー 2 约 简 就 得 到 如 同 (@@) 的 结果 ;至 于 D 的 一 切 解 ,也 可 由 原 
式 解 的 表示 式 给 出 ,但 计算 就 比较 复杂 , 比如 O 式 中 ,首先 要 求 出 
从 一 (3 + 07) 的 解 ,这 个 式 的 解 , 可 由 第 十 一 章 习 题 四 药 解 中 的 
(二 ) 解 的 d9 ΒΞ 
ze = Suh 
b= 3v, 
Hp k > 83.1 kitke 由 ( 表 1) 给 出 ,由 表 1C = 6, 
v, = 39,4 — 1, 则 得 到 O 的 解放 : 
z, = 3 X 39 = 3’ X13 
[exexe x 
b=3X39=3X13 
将 上 式 代入 O 式 得 : 
だま うる に ーー トー ニー ンー ーー と る る 
X =al + 3) = 2X7 X 3X 13° 


(318 AY t Ms = 3t 
ML ERZ ogag 


《 引 理 A) 取 M3 一 3: 
は る ーー ニー と よこ こう 
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-—2X7X12 
men Μπ 代入 原 式 解 的 表示 式 得 
p= 
z= (qd — b) = 3t x13" 


由 《 引 理 4》 取 MC 一 (32 κ 130! 除 之 


3 x 132 
y= ala — P)! 2X 1X 3* x i3" 


t Α} κ M* = (37 X 1395 
由 { 引 理 4》 取 BŽ ss 


z= bla — by = 3 X13 


中 《 引 理 4》 取 M = (32 X 1353 除 之 13 


由 上 得 知 原 式 解 的 表示 式 和 改写 后 的 形式 的 解 式 O πι OR 
是 一 致 的 ,也 就 是 说 用 《 引 理 4》 进 行 运算 后 ,可 以 得 到 相同 的 解 。 
ΒΛ. Re =y +e HR 
解 ， 本 题 有 二 个 解 ， 
一 解 为 ,由 原 式 和 第 十 三 章 ( 一 ) 的 公式 ,经 计算 可 得 解 的 表 
BRA: 
a — (a HM” 
5 = ala + ΑΜ” 
z= δία! + PM 
二 解 为 ,将 原 式 变形 为 : 
ダー ο Gy 
由 上 式 和 第 十 三 章 ( 一 ) 的 公式 ,有 
z= (a + OM 
ο = ald + PYMI 
ダー が (の + MI 
也 第 十 三 章 例 六 的 方法 ,我 们 令 
ルー の が (の 十 の 7 
B M, = eni GP E PY 和 以 上 解 的 表示 式 ,我 们 可 立 以 下 方程 
组 ,并 转 为 同 余 式 组 ,然后 求 出 d De ZEN 
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7a! +1 = Eom = 1Cmod?2) 
Ta! = ca! -- 0Gnod 3) 
7 が = 2d, = QGuod2) 
7b τε 1 = άν = 2nod3) 


解 得 < -- 3(mod6) 


fg f δ' = 20nod6) 


Tc — 2 = 2] = Omod?) 

τα τε 2 = te = 12zog3) 

故 得 到 Μι = αν (αἱ -- bt. 
将 其 代入 以 上 解 的 表示 式 组 并 整理 可 得 ， 
T= Ca 十 PY MY 

ya 4 ΜΑ 

z= all (a -- DPM 


p:a b M EFIE, Β αἱ +o 260, 


IF = 4Gnod6) 


移 项 变形 ,变形 后 由 本 章 引 理 得 到 的 解 , 仍 是 一 致 的 ,举例 如 下 ， 


附 : 在 ”wm 兴 三 数 中 ,如 果 任意 二 数 都 是 也 索 的 话 , 如 将 原 式 


テア オタ 《 源 式 ) a) 


将 在 式 变形 为 以 下 二 式 ， 


z 


αἱ 


y 


由 本 章 引 理 , (1) 式 的 解 有 ， 
α (b 
中 =al + が 
z= ὑ(αὶ ἠ- が? 
由 本 章 引 理 ,(2) 式 的 解 有 : 
z= (一 が )5 
中 = ala -- yt 
ym ba! — が) 


由 本 章 引 理 , (3) 式 的 解 有 : 


αἳ 
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> 2) 
《3) 


y = 4 
olz- alë — 5) 
x δαν — B» 
在 4 中 , 取 a — 2.5 一 1, 可 得 到 ， 
X= (d +y 9 3" 
arse 522x9-2x3" 
z=b }- [γ᾽ -- 9-3 
EB p, ia = 3,2 一 2, 可 得 到 
z= (ダー の )* ニュ 
2 =al — yt = 3 
y= By -- 8 . 
[ΒΑ (2,3,5) — w — 30, HAREL GE AIMM? E 
R zA ΜῈ 去 乘 z 值 ,以 MY 去 乘 y 值 ,得 到 ; 
z= M* 
» 2M" 
在 C 式 中 , 取 a — 3.5 1,8]. 


y= lat —By-g-P 
es = ala — b)” = 3 X 85 — 3 x 2" 


ba Y= δν 2 
这 时 ,在 B" 组 中 如 取 M = 3 可 得 : 


z= 8 
BX 38 3 


y-2x3" 
于 是 得 到 B* 和 A 是 相同 的 ， 
著 在 B" 组 中 , 取 M = 4, 可 得 ; 


: 
D 


z 


z=4 = qn 
z= 3 X 45 =3 X29 

y=2 X4 =2X 2” = γα 

FEBA B'" 30 C 是 相同 的 

故 知 在 4、g、C 三 组 解 中 , 任 取 一 组 就 可 以 了 。 


习题 
1. 用 本 章 引 理 判别 以 下 方程 有 否 整数 解 : 
OD moy xij 
Qr" = y rit 
EREET = y! 土 w 式 中 ,n 是 什么 数 时 方程 才 有 整数 
解 ? 并 分 别 求 出 解 的 表示 式 。 


m 


15 


第 一 部 “习题 解答 


第 一 章 


1 解 :1) 把 38 和 24 用 振 特 相 除 横 式 求 出 最 后 一 條 余 数 【 余 


数 是 0 以 


外 的 正 整 数 了 ,就 是 这 二 数 的 最 大 公约 数 , 即 ， 


38 一 一 24 u 


1 


24 一 一 14 ----10 


14 — 10 ——4 


H 


10 — 4—2 

得 到 (38,24) — 2, 因 为 站 13, 则 13 不 为 2 所 整除 ,所 以 原 方程 
没有 整数 解 。 

(2) 同上 道理 ,有 

51 — 39 — 12 

33—12 3 9 

185 (51,39) = 3, 因 为 3+4, 则 4 不 为 3 所 整除 ,所 以 原 方程 没 
有 整数 解 

(3) 同上 道理 ,有 

121 — 11 --Ἡ---ο 

得 到 121 — 111, BI CI21,1D = 11, 因 为 1i+728, 则 728 不 为 


11 所 整除 ,所 以 原 方程 没有 整数 解 。 
2. fk CO 将 原 方程 移 项 恰 可 因 式 分 解 为 
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(3 一 5)(2v 十 3) 一 0 

根据 第 -- 章 第 五 节 引 理 ,因为 345 和 243, 所 以 原 方程 没有 整 
数 解 。 

(2) 同上 理 , 原 方程 恰 可 内 式 分 解 为 : 

人 3z 二 1)(7 - 4y) 一 0 因为 31 和 人 针 7, 故 不 方程 没有 整数 
解 。 

3. 解 :(1) 原 方 程 常数 项 为 0. 移 项 后 .等 号 .- 边 都 总 一 项 数 ， 
它们 的 系数 5 和 3 部 号 素 数 ,根据 第 一 章 第 一 节 引 理 ,得 到 原 方程 
整数 解 的 表示 式 为 ; 


zc Mey 一 5, 其 中 是 任意 整数 。 

(2) 根据 第 一 章 第 二 节 引 理 , 原 方程 有 以 下 轰 除 横 式 ; 
1 1 

12- 一 7- 一 


故 得 到 原 方程 整数 解 的 表示 式 是 : 


ャ ー を x ュ エー ュ オ が 


ου 

Ἠεμά -- 0, 二 了 二 2, 土 3.……[ 即 六 等 于 任意 整数 】 

(3) 根据 第 SO) 和 《五 ) 前 引 理 . 把 原 式 用 柏 除 横 
式 和 《图 阶 计算 法 》 进行 运算 , 即 

18—-11——2 


n—:-94 
1 nix5-16 
s[s - 
E 
ο ο 3r» 24 
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EE 


故 得 到 原 式 的 整 救 解 的 表示 式 为 ; 
c= H xs+ ub-—5-4 Πέ 
yeux 6 or 13& — — $- 13K 
其 中 是 任意 整数 , 即 一 0 ob Pen 
UO 因为 原 方程 常数 项 36 大 于 < 的 系数 ,可 先 作 :36 除 以 x 的 
系数 17 ,到 不 完全 商 Εμ 2, 余 数 为 2 得 到 新 方 
程 为 ， 
173 —8y 2 
然后 仿 以 上 解法 : 


17 一 一 8 一 1 

得 到 ESET ETENA FETESTE LTT 
235 δὲ --4 δέν Dx 2e VET TAR RERE 
数 。 
二 7, 余数 为 3. 故 得 到 新 方程 为 : 


BT- By ἃ 
1 


3 5 3 

ο τα t 4638. v RT D EWS EMO REREH. 
故 > 是 负数 ;得 到 αι 3 Χ l- 5ὲ o> l= SE 7-40 
ST νο oa UL τ... 
任意 整数 。 


(62 η μη 


根据 第 一 章 第 五 节 ( 二 ) HIR, (A 式 有 以 下 贺 除 惯 式 及 演 
解法 : 
44 3y——54 29 —— — 1 
因 “7” 是 素数 ,可 得 以 下 方程 : 
5 十 2y 二 土 1; 土 7， 
由 5 十 2y 一 1, 得 到 y 一 一 2 
由 5 十 2? 一 一 1, 得 到 > 一 一 3， 
由 5 十 2y 二 7, 得 到 y= 1 
由 5 十 2y 一 一 7, 得 到 y= 二 一 6， 
以 y= 一 2 代入 (4) 式 ,得 到 z= 一 2 
以 ?一 一 3 代入 (4) 式 ,得 到 z 一 5 
以 > 一 了 代入 (4) 式 ,得 到 一 1 
以 y 一 一 6 代入 (4) 式 ,得 到 < 一 2 
故 本 题 有 四 组 解 为 ， 
(ネー テー2 r5 テー ュ r=? 
--- NR ly 一 工 yy 一 一 6 
D 由 原 方 程 移 项 整理 得 ， 
+(3 Ry 一 23 — 13y 


Βα = ES (B) 


同上 理 ( づ ) 式 有 以 下 驾 除 模式 和 演 解 法 ， 
23 — 18y ——3 + 2y — 1385 


-- Rycud. +5, 417 +85 
由 3 一 2% 一 1 得 到 > 一 一 1 

5 3 y—--1 得 到 y= 一 2 

由 3 十 2v = 二 5 得 到 y=1 

由 3 十 2y 二 一 5 得 到 y= 一 4 


由 3 十 2y 一 17 得 到 y=7 

由 3 十 2y 一 一 17 得 到 ?一 一 10 

由 3 十 2y = 85 得 到 y= 机 

由 3 二 23y 二 一 85 得 到 ?一 一 44 

将 y 一 一 1 一 2,1, — 4,7. — 10,41, 一 44, 逐 一 代入 (3) 式 
当 y 一 一 1 时 ,代入 (8) 式 得 到 了 二 36 
当 ッ ーー 2 時, 代入 (お ) 式 得 到 ニー 49 
当 y 二 1 时 ,代入 (B) 式 得 到 ェ ー2 
当 y 二 一 4 时 ,代入 (8B) 式 得 到 z= 二 一 15 
3p y 二 7 时 ,代入 (B) 式 得 到 x 二 一 4 
当 y 一 一 10 时 ,代入 (B) 式 得 到 工 一 一 9 
当 ッ ー 41 时 ,代入 (2B) 式 得 到 + 二 一 6 
当 ッ ーー 44 f RAD 式 得 到 之 一 一 ? 


故 本 题 有 八 组 解 ; 
人 [二 和 ο -3 
3 一 一 1， ly 一 一 2， し ニュ 
CL 6 テモ ニー9 ΠΝ 6 ef 
y 一 7， ly=—10. ly 一 41， ッ ーー 44。 
4. 解 : 设 这 数 左 为 a, 右 为 5, 依 题 意 有 
a—b=3 © 
\10a 十 五 十 6 = 18r Ὁ 


以 号 代入 国 得 :13z 一 1 一 36 

EE μή X -- 2 σι 
得 到 新 方程 133, — 1105-36: 13 X 2 — 10 
上 式 有 以 下 轰 除 模式 


13——11——2 
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Hu-Dxieneoseus 


Hhr—2-5-14-7-11 


b= xii sd. 


以 6 一 5 十 13 代 入 加 得 :a 一 8 十 134;, 因 为 和) 都 是 一 位 
ERS HA 
a= 8-F 13k BI O- 2-10 
b= 5 +13% 则 0 之 5 之 10 
这 时 容易 得 到 只 能 取 二 0 时 ,有 a 二 8,6 — 5, 答 这 个 二 位 数 
为 85。 
5. 解 : 设 这 数 是 ;, 依 题 意 有 ; 
< 十 3 一 3z s= 37 Φ 
| 5 十 3 十 5 一 .5y -| 5 十 3 一 53 @ 
s+3+5+7=7z s+8=7z 8 
HODE 5y—3r=3 
H—3 92, ERA: 
ェ ーー1 十 5& 
y=0 + 3k 
H r= 1+5 RA OH: 
s=— 3+ 15k 
ΗΘΧΒ 15—7:——5 
上 式 有 以 下 辊 除 横 式 : 
15—7—2—1 
ALE ORE 
天 一 一 5X1 十 天 一 一 5 十 2 
z ——5X 2-15t-— 10+ 15 
Ek——5-7LSA OB: 
s—— 8 15C- 5 70 ニー 78 + 1052, EEY AH s 大 


oe 


12i 


二 位 数 , 故 容易 得 到 取 t 一 1 时 ,s = 27 
答 ”这 个 二 位 数 只 有 一 个 ,就 是 27。 
6. 解 : 设 * 为 棋子 总 数 ,z 为 较 大 四 方形 图 的 小 格 数 ,yx 为 较 
小 四 方形 图 的 小 格 数 , 依 题 意 有 : 
{ 5 テザー11 
απο t6 e 
Η ΒΘ} 8 α’ —y-—1m-c3G-y»-1 [0] 
因为 ⑩ 式 右端 RRR Hr y 0— v. 
" [ + » = 17 
zx—y=1 
HORNE x 一 9,y = 8， 
将 = 9 代入 图 式 得 *= 70,【[ 或 将 y 一 8 £A (XX 
答 小 刘 的 棋子 共有 70 粒 。 
7. 解 ; 设 这 个 多 项 式 为 (x) RABA: 
(3z 十 5)4+ (-- D = fG) 
Qr B+1= f(x) 
由 人 @ 式 整理 和 移 项 得 :(3x 十 5)4 一 (27 τ Β)ΒΞ2 Φ 
由 第 一 章 第 三 节 引 理 和 O R, AN FREER ANHA: 
3z +5— 2r +3- r42 


® 


irt3——z4i—L-1 


1 üix2-1-3 
2 2 
1 


故 有 3z 二 5-2 2z+3-2 1 


得 到 :4 = È κ2 (25 4-92-- 4 -- r3 
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B= Ê x34 Gr + Dk = 6 + Qr 5} 
故 这 个 多 项 式 的 表示 式 是 ; 
Λία} = (ὃς 5)[4 十 (2z 十 3 刀 二 (一 1 
= )2x + O19 + (Ga 504-3) 
或 f(z) = (2r + IEE + Gr + 5k] +1, 
其 中 是 任意 整数 或 任意 多 项 式 
( 答 ) 
8. 解 : 设 这 个 多 项 式 为 ”f(x) RARE: 
(αἱ + 5)Α + 4x = f(x) 
{37 + 2)B +z — 2 = f(x) 
自 他 式 整理 和 移 项 得 ; 
(a? + 5)A — (3r + 2)B —— 32 — 2 Θ 
上 式 容 易 得 到 , 当 有 4 一 9 时 , 则 B=1 
同上 理 ,4 — 0-F (3x 十 2)k, B — 1 + (r +5) 
其 中 是 任意 整数 或 任意 多 项 式 。 
因原 题 要 求 首 项 数 为 6z', 显 然 如 取 下 一 0 或 1 ,都 不 能 达到 要 


Ανατ ÉL ο. = 2z 十 2 m 


< 3 と 5x2 
A — 0-F (3r + 2) (2z -- 2) = θα” + 10x -Ε 4,0 A= 6a? + 
I0z 十 4 代入 O RBE: 
FG) = Gà (C67: 十 10z + 4) + Ax 
一 6z 十 10z 十 34z + 54x + 20 (等) 


9. 解 ; 设 这 个 多 项 式 为 a) RERA: 

(827 + 2r + DA x -- H if) 

(431 + 5)B + αἱ — a Έα -- 15 テア (>) } 
由 (9 整理 和 移 项 得 ， 

Ga + 2x DA — (4z + 5)B —— 21) +r- (b 

根据 第 一 章 第 三 节 及 第 四 节 引 理 ,本 题 得 到 辑 除 模式 演 解 如 
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p 


T. 
325-21 1 54r 4. 5 9 Ἐν + ssi ΒΑ O 

将 上 式 右 端 (z 十 38) 去 除 O0 式 的 右 敷 , 取 不 完全 商 一 2z 十 
77, 余 数 为 一 2940, 


将 @ 式 继续 再 驾 除 : 
4z +5 — 38 e147 ⑲ 
将 上 式 右 端 ( 一 147) 去 只 余数 (一 2940) 取 商 入 20, 余 数 已 
BRR. 
由 上 可 知 ,@@ 式 右 数 ,实际 可 分 成 二 部 分 , 即 


— 2a? + x — 14 = (— 2a! + x +2926) 十 (一 2940) 

第 一 部 分 (一 213 十 x 十 2926) 妨 第 一 行幸 除 式 的 有数 所 整 
除 ,其 商 为 一 2r 77. 

第 二 部 分 (一 2940) 为 二 行 轰 除 式 经 图 阶 计算 演 成 一 行 驾 除 
式 后 的 右 数 所 整除 ,其 商 为 一 20, 所 以 原 4 和 上 B 应 分 为 

Αι 1 Αι -- Α, Βι ἡ Βι-- Β i 

现 将 二 行 驾 除 式 用 图 阶 计算 如 下 ; 


3z 一 21(3z 一 2)4 十 1 一 12z 一 了 


4 4 


z| 


[ 演 成 一 行 式 ， 、 
3z2 十 2z 十 ?4 多 4 二 164z 二 5l2z fa; 9 

Hi 式 得 到 4 一 (一 2z 十 77) X4,B, 一 (一 2z 十 77)(3z 一 
2) 

整理 得 Αι = Bet 308, B, — — δαΐ 十 235z — 154 


由 REA A = (— 20 X 16, B, = (— 20) 12x — 7) 
124 


整理 得 Αι = 一 320, B, — — 240r 十 140 

故 它 们 解 的 表示 式 是 

A-— 8z — 124 xd BD 

B =— 6x! — 5r — 14 + (Gr! + 2r-- ?7)& 

因原 题 要 求 这 个 多 项 式 的 首 项 数 为 13z:, 从 4 的 表示 式 看 得 
MARETA SE LE 一 4r, 由 于 4 一 一 8r 一 12 十 (tr 十 5 
和 有 4 的 首 项 为 4r, 从 而 得 知 必 基 一 单项 常数 . 即 

Αξίας ) ニ ー8z 一 12 二 (dz 十 54 


B 4r 士 ( う 士 8z 十 12 三 (4< 十 5 
E i2r dk C 2-12 


DE a, 


ΠῚ 
"- lx 812; 
由 计算 得 到 VoL πετ 


UL E —8f&A A —— 8x — 125 (4α -- δ)ὲ — Az 3, 
B A= Ax -F 8 RA ORE 132 + 1813 + 34r 十 23 
或 以 4 王 3 Αλ B — — 6r? — ὅς — 14 (8αἱ + 2x -- D 
-- 37 十 了 十 7， 
FA B = δα + ar +I RA {8 RLI 十 18z: - 34x 2-23 
答 这 个 多 项 式 是 13x 十 182^ 十 34x -+ 23. 


第 二 章 


1. 解 : 在 原 式 中 , 全 3z Ay — M [o] 
由 第 一 章 第 二 节 引 理 和 CD RA: 

3---αᾱ-...1 
ο + 


Μ 
ποπ στ Χα += Μ δὲ HR y= M — δὲ 
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是 任意 整数 
以 名 代入 原 式 得 到 M 十 5z = 22 
由 第 一 章 第 二 节 引 理 和 ORA: 
M=22+50 
—z—0-v 得 到 z= 二 0 一 vz ”是 任意 整数 
以 M = 22 + 5o RA © REA: 
z=— 39 — 5v + 4k 
y= 22 + 5v — 3k 
故 原 式 整数 解 的 表示 式 是 
工 一 一 22 — 5v + 4k 
y= 22+ 5v — 3k 
zc—-0-—v 
其 中 > 和 是 任意 整数 , 即 中 一 0, ΕΙ, 2, 
2. 解 :在 原 式 中 令 ”2z 一 15y — MEM 是 整数 】 
同上 方法 ,@ 式 有 : 


2 一 8 15 E 


M 
Hoe X B- 15k eM + 156] 
{ 


s=% ュー ルオ 


以 の 代入 原 式 得 M+1lz==33 

故 M = 33 + liv 

一 z 二 0 二 v, 即 z= 一 0 一 v 

【也 可 以 由 人 @ 式 得 MM 一 0 一 11s,z= 二 3 十 v】 
以 ダ =33 十 ilg RAOT: 

z= Β(35 + 119) + 15k = 264 + 88v + 15k 

y 33 + liv + 26 

MU EEUU CR Ἡ 


126 


y= 33 + llv + 2k 
z-0—v 其 中 を =0, 土 1 2e 
LETAL M = 二 0 一 11v RA ORE: 
x= 0 — 88v + 15k 
y=0-— llv + 2k 
故 原 式 一 切 整数 解 的 表示 式 也 可 以 是 ， 
proia 


5 = 264 + 88v + 15& 


y=0— liv + 2ὲ 
z=3+v 其 中 v= 二 0, 土 1, 土 2,…】 
2. 解 ; 设 a.b.c 分 别 为 这 数 左 中 右 的 数字 , 依 题 意 有 : 
194a +b + ο) — (100a + 106 +c) = 9 
整理 得 :9 十 18c — 81a = 9 


上 式 两 边 除 以 9 得 到 :6 十 2c — 94 — 1 [ο] 
4 5 十 2c = Μ.Μ 是 整数 Θ 
由 第 一 章 引 理 6) 式 有 
b=M— 2k, c=k ”也 是 整数 
由 ⑧ 式 和 ② 式 有 —M-—9-1 [o] 
由 第 一 章 引 理 Q 式 有 
M=1+9,a=t :也 是 整数 
UM=1+ 代入 b—M-—2k 得 到 ゎ ニュ 1 十 9 一 2 
a=t 
ο. Ώ 
c=k 


因为 a.b.c 都 是 0 以 外 的 一 位 正 整 数 , 故 由 O REA ORT 3 
是 0 以 外 的 一 位 正 整数 ,并 由 4 的 表示 式 得 到 : 
1 Lr» 9t >k 
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故 取 : 一 1 时 ,由 上 式 有 5 之 &>>0 
[p & — 1,2,3,4] 
如 取 t —2W8,45102 2224 [k= 5,6,7,8,9】 
C753, 89 14 > を > 9 这 和 此 是 一 位 数 发 生 矛 逢 ,做 表 如 下 ， 


一- 一 一 
͵ 六 一 1 十 六 一 中 e 


J 


B a 


1 


Ko joo adn n ede m = 
eo niea eo odin n o 
[ο [eel caen aale] ΙΙ 


sje tolto o imde ji 


LL 
答 由 上 表 得 知 这 数 有 9 个 , 即 181,162,143,124,295,276, 
257,238,219. 
3. 解 : 设 z 为 公鸡 数 ,y 为 母 汐 数 ,= 为 锥 鸡 数 , 依 题 意 有 ， 


ew Ώ 
7 5 2 1 
πα τν t gt -100 [P] 
Hi O 得 :140z 十 75y 十 24z = 6000 8 
ϐ — 24 X 116r + 51y = 3600 Φ 
3600 
EE 得 到 z = 31 -- αἱ 
8 9 式 得 到 新 方程 116r, + 5ly= 3600 一 31 X116 一 4 
Θ 
RUBRI TIR, 
116—581 -2 14 
51 — 14 — 9 


14—— 9 —-l— 
9 一 -5 一 -4 
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将 驾 除 机 式 右 模 线 上 数字 写 在 图 阶 上 ,图 阶 上 下 二 数 相 乘 再 
加 下 阶 内 数字 得 出 的 数字 写 入 上 阶 内 ,如 此 由 底 至 顶 递 次 计算 。 


用 图 阶 计算 2 1622x742 


3 7 一 3XX2 十 上 
1 | 2 三 1※}1 十 1 


1 | 1 


1 


得 到 116 一 一 51 一 6 一 4 
ORK zı =7X (= 1) +51k=— 7+ 5l 
y=— 16 X (— 1) — 116k = 16 一 116 
其 中 为 整数 
以 二 代入 z 一 31 十 得 到 zz 一 24 十 51# 
以 z=24 十 51k y —16 — 1164 f&À (D r= 60 + 65 


ェ ー24 十 514 [Haro Bisi 


方程 式 解 ly 一 16 一 1166 Noo ΜΑΤΙΣ 
| 
[e= 60 + osë 因 * テ 0 w>- i 


ΕΥΑ BORROOUE. 

xc AAH] y — 16 [8351 一 co REAN ( 答 ) 

4. RERET ENE 1993 年 』 9 BUR c 55καὶ 
出 生 , 出 生 那 年 公元 末 二 位 数字 为 a.5, 依 题 意 有 下 列 方程 : 


zr=40+9+a+b) 
x = 1993 — (1900 + 10a + δ) ® 


由 OO 式 得 :14a + 56 — 53 
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Φα [μηνα 得 到 a 一 3 十 a 
得 到 新 方程 14a + 5b=53 — 14X 8— 11 
BARRER 14 一 一 5 一 一 一 1 

解 得 ;a デニ ー11X1 十 5% 代 和信 gー ニ 3 十 呈 ーー8 十 5 ぁ 

b=— 3 X (= 11) — 146 = 33 — 144 

因 a 6 REER, ΜΗΝ k= 21183) am 2,5 — 5 

Ελ ab ERA ὢ 式 得 : = 68, MERRIE 1993 4E] 
的 岁数 。 

送 小 珠 的 令 久 今年 【 指 1993 年 】 岁 数 为 y, 也 是 本 世纪 出 生 ， 
出 生 那 年 的 四 位 数字 是 19cg 年 , 依 题 意 有 下 列 方程 : 

μα. B 

y = 1993 — (1900 + 10c + d) Φ 

由 {949 式 得 :14c 十 54 = 43 

Se= [H] Besta 
得 到 新 方程 :14c + 5d — 43 — i4 X 3—1 


BARRER 14 一 -5 一 3 一 一 1 


ΒΒ ει ——1-5kf E Ac—3- c6 —2- 5kd = 3 — 142 
DERE 都 是 一 位 正 整 数 , 故 取 关 一 0， 
得 到 c= 2,d=3 
ΒΙ cd ERA Ὁ 式 得 :y 70, 即 小 珠 答 令 今年 【 指 1993 年 】 
的 岁数 。 ( 管 》 
5. 解 ; 设 这 些 二 位 数 为 ;, 依 题 意 得 : 
s= 3r 
f +3 = 4y 


ls +3 +4[= 5z 
Hi DA RIF: Ay — 3r 一 3 
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eoe 


解 得 :z 一 一 1 十 铝 ?一 0 十 3 
以 xz 一 一 1 十 RRA ES —— 3-128 Θ 
由 GOES 式 得 :12 を 一 5z ニ ー4 
解 得 を ーー2 十 5 z——4-d i26 
以 上 二 一 2 十 5 代入 欧式 得 :s 二 一 27 80 是 整数 。 
Ft: 二 1.2 时 ,得 到 s = 33,93. 
答 这 些 二 位 数 是 33 和 08. 
6. 解 : 设 a 为 左 数 ,2 为 右 数 , 依 题 意 有 : 
la 一 5 一 6 
[108-6 To se 
15 009 式 得 :115 一 δα 一 一 67 
る = [58 bes mmo -— 6t 
得 到 新 方程 :116, 一 5z ニー 67 —(- 0 X11 一 一 1 
BARRER M8 一 2 一 1 
解 得 , ぃ = ニ 1 メ バー1) 十 5& 代 人 6 ニー6 十 テー7 十 54 
テー2X( 一 1) 十 11 を ニー2 十 1 
由 网 式 和 a.8 都 是 一 位 正 整数 , 故 取 灶 一 2 ,得 到 = 一 90 — 3 
管 这 个 二 位 数 是 93。 
1. SiL a bc 为 这 个 三 位 数 的 左 ,中 , 右 三 数 , 依 题 意 有 : 
(@e 十 6 十 の 44 二 イー190e 二 10 十 c 
移 項 整理 得 :59a — 315 — 40c = 7 9 
$  59a4— 310 — M e 
HORA BM — 40 = 7 E 
ARRB:M 二 7 十 40k,c = kk RRR. 
DEUEX μι ΡΗΤΗ) R 
59 — 31 ----- 28 


BE 
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31 一 一 28 一 3 
28 — 3 -2i 
ΠΗ 


1 191 メ 10 十 9 


1 10 三 1X9 十 1 


9 9 


1 


由 图 阶 得 :59 
iam δ x 10 sob = É x 19 + se 
其 中 ゃ 是 整 数 
VEM = 7 + 408 ARRA ERER 
a — (7 + 40010 + 3lv,b = (7 十 40 め 19 + 59v, 
vab c 是 一 位 数 , 且 是 正 整 数 


1 义 9 十 1 三 10311 久 10 十 9 二 191 


απο 

< BARS 1,v 二 一 15 二 到 

に ニュ 
a=? 
TE 
l= 


答 这 数 有 二 , 即 581、212。 
8. 解 : 设 这 二 位 数字 , 左 为 a. 右 为 56, 为 大 于 零 的 正 整 数 , 依 
题 意 有 : 
10a + b = abk 
移 项 得 :6 = abk 一 10a 
Bl ὁ-- alk — 10) 
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变形 为 :一 二 成一 19 


移 项 为 : 
RË — RAW 式 ,得 到 (a) 式 的 左 端 等 于 11, 是 质数 , 故 
有 唯一 解 、 即 a — 1,6 二 1, 
X^ cag 全 

分 别 代 入 (a) τὲ 
得 到 :a = 1,6 = 2,k = 6, 
CQ 一 2 一 4 下 一 3， 
a=3,b=6k= 2, 


因为 12 = 如 时 必 的 解 不 是 整数 , 故 舍 去 妃 一 ὃ, 
mi = 3, 代入 (6) 式 :13 = bk, EE b 22 3, 而 13 是 质数 ,得 到 


+ 10 = δὲ (a) 


&|e ajo 


11. 


6 8 
3'4' 


ORRE Boe o 3。 


BE = ORARE 4 R 8 分 別 代 人 (@) RA: 
14 — 45,14 = 8k, 它 们 均 无 整数 解 。 
BÉ =s AŽ RAW 式 得 15 = SERE 


a 
a=1,b=5k=3. 

BE -- 6, 或 .或 8 或 9, 代 入 (a) 式 得 
16 = 6k,17 = 75,18 = 85,19 = 号 ,它们 都 无 整数 解 。 
由 以 上 得 知 , 这 些 二 位 数 共 五 个 : 即 11,12,24,36,15。 
9. 解 : 设 栽 密 些 ,每 行 x Pk ΑΒΕΕ y 株 , 依 题 意 : 
αἲ-15- +8 

.， ”将 上 式 移 项 并 分 解 为 :Cx 十 yr 一 2) = 23 

上 式 右边 23 是 质数 , 唯 有 :23 χι 
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πα + y >a y) AGr ντ σδια 5 1) 


解 得 ;x = 12,y = ll. 
得 到 树苗 数 为 一 15 = 129,99 y 4-8 — 129 C» 


Lx 
Lm 
解 ;(1) 解 由 第 去 章 第 一 节 的 引 理 , 原 式 的 正 整 数 解 的 表示 
A 
ysk k= 0,1,2,3,e 


マー が 。 
DR ”由 第 三 章 第 二 节 的 引 理 , 原 式 有 ， 
2(7 Χ 30 = 3(2 x 303 
将 上 式 变 为 求解 以 下 方程 ， 
3a + 1 = ὃς 
3b — 2d 1 
用 第 一 章 引 理 以 上 方程 的 解 为 : 
a=l+2n, c=2+ 3n 
b=1+2m, d=1+3m 
故 得 到 (2) 式 正 整数 解 的 表示 式 为 : 
EPI 
MEME 


HP m,a = 0,1,2,3, 
(3) fi 用 同 ⑫) 式 的 方法 ,可 得 到 原 式 正 整数 解 的 表示 式 为 


gom Qe X pitim . 

y= Qt x 5” HP m,n = 0,1,2,3, 
2. SO) 由 第 三 章 第 二 节 引 理 , 原 式 有 : 

3(3° x 55 = 5(3° x 57} 


上 式 中 由 于 2α 1 4c 
25 — 4d +1 


eo 
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① 和 ② 它们 等 号 二 边 都 是 一 奇 一 个 ,得 知 无 整数 解 ,从 而 原 式 无 
nic: 
《2) 由 第 三 章 第 二 节 引 理 , 原 式 有 : 
32(3" X 85) = 52(3° x 5 の * 
上 式 中 有 ， 
3ad- 2 — 9c| 
9d + 2 = 36] 
由 第 一 章 引 理 ,… (3,9 = 312,7 (4) 无 整数 解 ,从 而 原 式 无 正 整 
数 解 [ 注 , CAD 中 只 要 其 中 一 式 无 解 , 则 原 式 无 解 】。 
(3) 同上 理 , 原 式 有 : 
PDXx3PXxX3Xx9:xTY-5xT70 X3 x5 κτλ 
ERFA: 
5a +3 = 10a'5b + 1 = 10% 
δε — 107 一 1 | 
5d = 102' 151 ; 
"(510) 一 8,3, 7. (8) 无 整数 解 ,从 而 原 式 无 正 整数 解 
(4) 由 原 式 有 ， 
liar x 2» = 2014 Χ 155 
上 式 中 有 : 


CA) 


(B) 


3a + 2 — 64 8 
3b = 6b +3 Φ 
因 (3,6) = 3+2, 故 知 @ 无 整数 解 ,从 而 原 式 无 正 整数 解 
3. 解 :用 本 章 第 四 节 二 种 方法 解 — 11y ニー? © 
解 ”用 裴 尔 方程 解法 ， 
先 求 适合 条 件 = 11(mod — D 诸 解 ,也 就 是 在 
アー ルー h.n ας 37 中 求 适当 的 有 ,使 11 — 7 是 一 个 平方 数 ,得 
到 上 二 1 时 ,7 一 2,7 = 1, 故 转 为 解 方程 ;zf y= l 
用 连 分 数 法 得 ; 
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Mi=3+ vv 下 -3=3+ 一 二 


11 -- 3 
2 
1 1 
十 一 3 十 
3 十 3 十 Vi 一 3 ョ エマ ロー3 
2 2 
一 3 十 1 =3+ 1 
34 1 
ΥΠ 十 3 3434 Vil 一 3 
一 3 十 - - 3 十 L 
3+ 3+ 
6 十 vi 一 3 maru 
Ψ +3 
一 3 十 1 
34 
1 
6 十 
Vil+3 
2 
1 
一 3 十 一 
3+_ 1 «- 
6-- 


3 十 3 十 /1-3 
2 


— 一 一 = [3,8.6] 


n 1 2 3 4 
a 3 3 6 3 
1 3 10 es | 199 
9 0 1 3 19 eo | 7 


由 以 上 和 连 分 数 得 知 4 一 ローム イエ 


a = Bia = i EG - ποπ ATS 
a, = 3,0, = キョ テーー 本 て ュ 
om ニー キー ユー ーー 
エー3 S Vil+3 
Sin pH x ly = ολ 2 
# 二 2 时 , 则 zz 一 11y* = 二 (一 1)?1=1 
n— 3B. z —11y -0102--2 
故 由 表 可 得 @ 式 的 解 为 ;my = (10,3) 
ΒΡ αι t χι Vil ed 0-3 ΥΠ)’ 
于 是 得 到 : 
二 3X ντα —1X10X352x10 
m 1 
ーー 13, 一 53, 
ye TAX Em. QE 1X3.- 4 16, 
i O RNE: 


z+ y vii (08 ΠΤ 18354 AD 

或 士 (10 十 3 ViIy(53 士 16 V11) 

第 二 种 方法 : 

HOBIA x 十 ?= τιν 

先 解 同 余 式 αἲ デー 7(mod11) 之 zx! = AGnodll) 
=r = 2(mod11) 

R r = 2+ 1l ο... 

EK 
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1 8j ejm 256 L. - . 
由 上 表 可 得 O 的 解 为 (2,1),(13,4)，(53，16)，… 
再 求解 x* 一 11y = 1 
用 同 以 上 方法 可 得 :7 = 土 1 έν 
造 表 
t 9 1 


θα [se [rte] 10 


23 |34| 45 | 56 | 67 | 78 | 89 | 100 | 111 


48 |105| 184 | 285 | 408 | 553 | 720 | 909 | 1120 


21|32]| 43 | 54 | 65 | 76 | 87 | 98 | 109 


ὦ |40 |93 | 168 | 265 | 384 | 625 | 688 | 873 | 1080 


由 上 表 可 得 (8 的 解 为 :(1,0), (10,3) 
于 是 得 到 仗 式 的 一 切 解 为 :x 十 31l =+ 00 SID'(Gx TI 
或 土 (10 + 3/1003 + 4V11) 等 等 。 

4. 解 : 先 将 V23 做 连 分 数 得 到 ,【 连 分 数列 写法 ,请 阅 第 四 节 
或 上 题 , 下 边 的 写法 是 作者 将 它 简化 后 的 一 种 写法 ,可 参考 选用 了 

CREE tlt ES 


428 + /98 + 
7 1 7 
(ee) 十 1 十 《一 二 一) +8 + て )》 十 工 二 θλον 
v23 + 8 PER! V23+4 
即 23 = [4,1,3,1,8] 
造 表 如 下 


138 


a 4 1 3 1 8 ] murum 8 ・ 

P 1 [a4 |s | [zu | es | 16 | usi oa | 
| ὦ 9 ΠΗ 4 8 | 44 | 45 | 18 240 3071 

n - 


| | 1 g-* 


其 中 是 十 的 分 于 ,好 如 以 上 连 分 数 中 括号 内 的 分 子 ， 
(1) AUBIM = hk = 3:X2=18， 
XERA k = 2, 即 ri 23yi = 2 有 解 , 且 它 的 解 为 
z, +y V23 =+ (5 + V23), + (235 +49 V23),… 故 由 第 五 
节 ( 一 ) 的 第 2 引 理 得 到 (1) 方 穆 的 解 为 : 
rc—3X5, X235, 
y=3X.1,3 X 49, 
DR (2 っ (5z 十 2y)(2z 一 ») -- 16 
4a 5e + 2y,b = 2x — yd y = 2z — b 
a+2b=9r Άβα 9r — 2b 
HE ab — 16 一 (9z 一 2b)b = 16 
al 2 
Hr pt2 NI 
_ 2a— 5b 
9 
因为 16—ab—1x16—2X8-24Xx4 
故 经 过 逐一 计算 后 得 知 ， 
μις 时 ,得 到 (2) mea] 
DR ”用 第 五 节 ( 二 ) 的 方 法 : 
B> (Gz 4-73) — (I AX 3X Dy! - 4x 3X 87 
9613 7y2D 
HG) D! — 145»! = 2! X 111 Θ 
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y=2r— b 


x 
3 一 3， 一 4 


Di — 1453 = 2: 
= 
D; -- 145%% = 111 
故 要 先 解 。 Di 一 15y = 111 o 


Er -- 145 = 11h 中 求 得 + — 16.52 1,221 
故 再 转 为 求 Di ~ 145% 1 Ὁ 
用 连 分 数 法 得 : 
V145 = [12,24] 
造 表 以 下 
1 2 3 4 
a i2 24 T 24 24 
P 1 12 289 6948 167041 
Q 0 1 24 $77 13872 
k . ー1 1 —1 7 1 
由 表 得 知 O 的 解 为 D, 十 ya/145 = (289 士 24V145), 故 知 
O KAR Οι 十 yw145 = (289 + 24/145)" 016 + V145), 从 而 得 
3 OHRID, y) = QGD, 2x) 
在 Ὁ MEX n= 0,1,2,3 n 
d n = 0,7] D = 2X 16,y = 2X 1,4 D= 2 X 16 f£À 6x 
十 7y = D, RE x —3.HR n = 1, 88 D—2X8104 y 一 2 X 
673,4 D = 2 X 8104 IRA 6r + 7y — D, c — 1131, HRZ 
推 。 


κ πμ... v 


WOR ”由 第 五 节 (一 的 引 理 (4) ΧΑ. 
αἲ — 23% = 2 " 
x — 23y = 1 8 
BO 式 解 中 的 连 分 数 表 得 知 : 
食 式 的 一 组 解 为 :(5 23» 
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37 = sel 


⑬ 式 的 一 组 解 为 :(4 士 V23) 

故 (4) 式 的 一 组 解 为 :(5 士 23 5 V33) 

如 果 改 取 连 分 数 表 中 ( 心 ) , 即 (19 -- 4 33) 为 ORRE 
解 ,可 得 到 (4) 式 又 一 组 解 为 士 (5 士 230019 x 4 V3), 再 将 式 
中 的 正 负 符 号 取 如 下 式 去 计算 : 

— (G+ 2303019 一 4 V23) 一 (86 + 18 v23) 

X CHI Βα Ἀ MA a 一 23! 二 1 的 一 组 解 为 (24 一 5 23) ,从 
而 得 到 

一 (86 + 18/23) (24 — 5 28) = (6 — 2/23) 是 (4) 式 绝对 


值 较 小 的 一 组 解 。 
其 余 的 解 均 可 念 此 方法 去 计算 。 
第 四 章 
1. 解 2 十 Sr 十 1 一 177 [o 
上 题 用 第 四 章 奇 偶数 演算 法 有 : 
の っ 4m! 十 5m — 8 — 17n Θ 
4m! 十 9m 十 4 一 17n [5] 
Bm? + 5m, — 4 = 17m e 
er 8mj + 13m, — 8 = 17m e 
®= 8mi + 9m, + 2 = 17m e 
8πιξ 十 17m, 一 17m [ο] 
の っ l6mi 十 ὅσα, 一 2 = 17m 
16mg + 21m, — 4 = 17m 
8-- 16m 十 13m, — 4 = 17m 0 
16m3 + 29m, = 17n; Θ 
o [it + 9m, 十 1 = ilm Φ 
liemi 十 25m, + 1 = 17m Θ 


μα 
に 
E 


井 由 此 逆 算 得 ① 式 的 解 


[m Ξ 1 
OG τα 
CANC 


3 一 2 一 2 
FIO agane T ο. 
πιπ 0 MELLE 
στ. ο .. 
"EE y=19 
第 二 种 解法 ， 
将 四 起 代 入 求 根 公 趟 ， 
_ 二 5 士 V5 5 ΕΧ211ν -D0 ——5 X 417 + 136y 


2x2 
4r —17-186y 再 用 求 二 次 同 余 式 的 解法 

Bp r* = 17 (mod136) 用 孙子 定理 可 得 >r =t 17, 士 51(mod136) 
得 到 ~ 一 17 十 136: 和 rr 一 51 十 136t 

K 式 有 二 个 解 的 表示 式 为 : 


— 5 X (07 136) 
4 


ας Q7 + 1360? — 17 
ッ 136 


r= 35t 651 1360 
_ (51 + 1360* — 17 
> 136 

其 中 ;Qt = 0, E1, 土 2… 

Θα 的 表示 式 中 “ 土 ”由 通过 整数 解 选择 。 

第 三 种 解法 ; 

HO 式 换 成 同 余 式 , 即 : 

① ラ 2 + 5r + 19 0Gnod11) 922! + δα — 33 = 0(mod17) 


r= 


= 136 + 34t +2 


= 136 + 102: + 19 
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全 (2z + 11r — 3) = Omod >x = 3Gmodl7) 


(D-92z* + 5x + 1 = 0(mod17)=21* — 12x + 18 
= 0(mod17) 
=> (2r — 6) (x — 3) = 0(mod17)=>z = 3(mod17) 


y= 


[sein 


2 
268 T 170 τα + Otis 11. 34“ 


Ἡπε-ο, 5-1, Έλεν 
2. 解 :用 第 四 章 奇 偶数 演算 法 ; 


Q- 


{9-5 


44m 十 ἐπεὶ 十 5m 31 一 Zi + Zn 

—176mj 十 272mi 十 145m, 十 42 = +n 
44m? 十 Om 十 42m 十 40 = Zn! 十 2n 

222m! 十 35m! + 21m + 20 = n! +n 

104mi 十 544mi + 145m, 十 21 = 2ní-- m 
04m} 十 544m + 145, + 20 = 2nj 十 3n, 
88m] 十 Τ0πιξ 十 21m, 十 10 = 2ni cn, 

88m] 十 70m 十 21m, 十 9 一 2 十 3m 

BBm? 十 202mi 十 157m, 十 49 一 2π| +m 

88zf 十 202πεξ + 157m, + 48 = 2ni 十 3m 
2818mj 十 1088mi 十 145m + 9 = 4nj + 3n; 
2816m} + 5312m} + 3345m, 十 ΤΌ = ἀπ] + m 
2816m + 1088m} + 145m, + 10 = ἀπὲ + 3m 
281874 + 5312mi + 3345m, 十 704 = ἀπὸ + Tm 
352m3 十 140mi + 21m, + 5 = 4m 十 πὶ 

352m} + 668m} + 425m, + 93 = 4nj + ὅπ; 
352m} + l40mé + 21m, + 2 = Ani + 7n, 
352m4 + 668z + 428m, + 94 = 4nj + 3 


ΦΘΘΦΦΘΕΦΘΦΘΘΘΦΦΟΘΦΘ © 


m 
εν 
μὴ 


352m3 + 404m} 十 157m, + 23 = ἀπὲ 5n, 
oes 十 932m4 十 825m, 十 248 = ἀπ + m 
ae [rd 十 404m] 十 157m, 十 24 = 4πἑ + 3n 

352m} + 932mi + 825m, + 245 = 4nj + Tm 
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由 人 @ 式 容易 观察 得 知 :42 — 6 x 7【 因 ORARET INE 


A2 sd Gothis n 
d ὢ ΑΠ ΕΗ} πα. 


由 {9 式 用 "三 项 试 算 ” 得 到 πει = 0m 一 3 
由 ORA EMRA” 得 到 m, = 0, —— 4 
Β {9 式 用 “ 三 項 試算 ” 得 到 za = 0, = 2 
由 ⑲ 式 用 "三 项 试 算 ” 得 到 一 组 解 为 :m 0, -- 3 
由 欧式 用 “三 项 试 算 ” 得 到 一 组 解 为 :m = 0, 一 一 2 
由 团 式 容易 得 到 一 组 解 为 :mz = 0 = 1 
由 Gb 式 用 “三 项 试 算 ” 得 到 一 组 解 为 :ms = 0, 一 一 8 
由 G GUB" SHARE" 得 到 一 组 解 为 :ms = 0, — 7 
由 ⑬⑱ 的 解 逆算 得 到 Ὁ 式 [ 即 原 式 ,下 同 了 的 一 组 解 为 
z=2 
55 18 
由 (90999 κ ος T= 1y = 9, 
由 OI 的 解 逆算 得 到 ① 式 的 一 组 解 为 :x = 2 ッ ーー 13, 
由 09 的 解 逆算 得 到 CD 式 的 一 组 解 为 :rz 一 1,y 一 一 9， 
由 图 的 解 道 算得 到 Ὁ 式 的 一 组 解 为 :z = 7,y 一 一 68, 
Β 49 的 解 逆算 得 到 Ὁ 式 的 一 组 解 为 :rz — 7,y = 63, 
本 题 用 "奇偶 数 演算 法 ”演算 至 O 式 得 到 下 列 诸 解 ， 
r—2 マー ュ X=7 
b ia bis y i63 
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3. 解 , 用 "奇偶 数 演算 法 " 演 解 ; 


4m 一 ] 2n a) 
o= 4m! + ôm? + 3m — 1 = 2r? + In 
=16m + 36mi + 27m, +6=# +n 9 
由 G0 式 易 知 元 解 , 即 在 ① 式 中 若 c 和 y 均 取 偶数 时 ,方程 无 解 。 
a 04mi + T2mi 十 21η, 十 3 — 20i +m & 
B> 
L64m] + 72m + 27m, 十 2 = 2ni + 3m D 


ESRT AMFOTER A ARNS — 2 X 3, 故 
得 到 69 式 一 组 解 为 :wa = 0,n = 2 FERRARA D 的 解 为 : 
z=2m Fl1=2(2m 十 上 十 1 一 do 十 3 一 3 
> 一 和 十 1 一 2X2 十 1 一 5 
Hi ORA SHORE" BE m, 一 0 ニュ 1 逆算 可 得 ① 式 的 解 旋 : 


マー3yー 


击 贸 式 用 “三 项 试 算 " 得 到 ms = 0,m — — 2 3 SERE ① 式 的 解 
为 :zz 一 3,7 一 一 5 
本 题 由 ORRE ⑳ 式 ,得 到 的 解 为 
r=3 
bi 5 


4. 解 :用 “奇偶 数 演算 法 ” 演 解 ; 
12m? + 8m + 5m — 4 = Bn + 15n 
(D—« 12m* 十 26m? 十 22m 十 2 = 8r 十 15n 
(=m + 13s) + llm +1= l6ni + 15m 
gefin + 1θπεξ + 5m, — 2 = l6ni + 15m 
~ (48m? + 88m + 5Tm, — 1 = 16ni + 31m 
g^ tl 十 26mi + ilm — 15 = 32ni + 47m, 
| 24i 十 62mi 一 55m, = 32nj + 47η, 


666660 る 


= 
KS 
EI 


、 [192mi 十 32m + 5m, — 1 = 32m + 15m, 
LS 十 320m} + 181m, + 18 = 32n$ + 475; 
192m} + 176m} + 57m, 一 24 = 32πἑ + 68η, 
o onn + 464m] + 377m, + 96 = 32b + 31m 


85988 


& ABO T οἱ. 
、 又 由 9 式 “ 三 項 武 算 ? 得 wー0, ぉ ニー1, 逆 算 得 四 解 之 2: 
pz 
y 一 一 3， 
注 : 由 O 式 得 到 的 解 , 道 算 后 同 于 ⑳ 式 逆算 得 第 2 解 ,由 Θ 
式 得 到 的 解 , 道 算 后 同 于 ⑳ 式 逆算 得 第 1 解 。 
本 是 由 ① 演 至 6 得 到 解 为 ， 
μα. . ἔτ 
y= 5; ッ ーー 3。 
5. 解 :从 10 月 2 日 起 至 明年 元 旦 止 计算 天 数 是 :10 月 份 尚 有 
30 天 ,11 月 份 30 天 ,12 月 份 31 天 ,元 旦 这 天 1 天 共计 92 天 。 因 为 
每 星期 有 7 天 ,而 今天 是 星期 一 , 故 有 92 加 1 除 以 7 余数 是 2. 如 以 
ARAA MA: m 为 所 求 的 星期 几 。 
z= 92 + 1 = 93 = 2(mod1) 
答 : 明 年 元 旦 是 星期 二 。 
6. 解 : 设 赛程 长 里 ， 
马 24 分 钟 跑 的 路 程 是 150 κ Ἐν 一 60 


^: 15 分 钟 路 的 路 程 是 120 x 15 — 30 
依 题 意 有 : 
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αΞΞ30 (mod120) 
r=0 (Gnod90) 
因 这 个 同 祭 式 组 的 模 不 是 二 二 互 素 ,为 了 简化 ,可 以 把 它 换 成 
二 二 互 素 , 换 后 的 模 是 原 模 的 因数 , 原 同 余 式 组 模 的 最 小 公 倍 也 是 
新 则 余 式 组 模 的 最 小 公 倍 ,这 样 新 组 的 解 也 就 是 原 组 的 解 . 按 这 要 
REA: 


に 60 (mod150) 


z==60==10 (mod25) & 
に 3026  (mod8) E 

rx 三 0 Gnod9) 多 
用 辊 转 相 除 行 式 [ 即 模式 1 解 : 


由 DD 335.252 + 10 — 8b +6 

移 項 :25a — 8b = 6 — 10 =— 4 

RRITA: 

25 ο ον 
这 里 只 需求 a 的 解 

故 得 到 a x 1 十 B= 二 0, +i, E2 
Xt -- 1 ,使 < 的 解 是 正 整 数 

ia 一 一 4 十 8XI 一 4 


Hl z = 4 X 25 + 10 = 110(mod25 X 8) 60 
由 9⑳ 立 式 :200g +110 = οὐ 
移 项 200a' — 9δ’ — — 110 


这 里 也 只 需求 出 < 解 
1 ー 110 
将 一 110 前 简 为 : 因 | | ニー 12 
故 有 一 110 一 (一 12X9) 一 一 2 
即 新 方程 :2002' 一 98, ニー2 
驾 除 行 式 是 
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200 一 一 9 -ᾱ3 2 


Ma 了 2 十 路 = 一 1 十 中 
REER = 0, E l, Ede 
这 里 取 = 1, 于 是 得 到 
2 =8 
r=8 X 200 + 110 = 1710(mod1800) 
故 赛程 有 1710 里 。 


马路 11 小 时 又 24 fee [102 ]- 1 
牛 跑 14 小 时 又 15 4p [122 ]= 1 の 
羊 跑 19 ΜΗ HE? 一 19) 

也 可 用 孙子 定理 求解 ， 


M — 25 X 8 X 9 — 1800 

M, —8X9-72,M, —25 X 9 = 225,M, = 25 X 8 = 200 
72M', = 10(mod25)  M', = 5(mod25) 

225M', = §(mod8)=M' , = 6Gnod8) 

200M' , = 0Gmod9) — M' , = 0(mod9) 

Jm 72 X 5 + 225 X 6 = 1710(πιοά]800) 


第 五 章 
本 章 题 解 , 有 一 部 分 只 将 解 给 出 ,让 演 解 过 程 留 给 读者 自己 
去 做 。 
L 解 :用 第 一 节 的 方法 ,本 题 得 到 三 组 解 ， 


三 土 1 Gnod7) 工 兰 士 2(mod?7) 
y = (mod?) iy = 3Gnod7) 
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xx 3(mod7) rtty 
ly = 5(mod?) ΠΝ 
2. 解 ; 用 第 二 节 的 方法 ,由 于 取 z< 之 7 时 ,逐一 代入 原 式 得 到 y 
无 解 , 故 本 题 无 解 [除了 o 和 含有 在 即 方程 右 端 系数 7】 的 倍数 以 
外 的 整数 解 ,下 辐 】 
8. 解 :用 第 一 节 解 方程 (3) 的 方法 , 当 x 二 1,2,4 时 ,逐一 代入 
原 式 并 换算 为 同 余 式 后 ,借助 查 案 数 的 元 根 指数 表 , 得 到 同 余 式 无 
解 ,又 当 x 一 3,5,6 时 ,同样 方法 得 到 同 余 式 的 解 为 :y md 1, t 
2, x SGnod T) , 故 本 题 得 到 唯一 组 解 : 


z= 3,5,6 (mod7) Dy 

| Ea soap μα 
4. 解 :用 同样 方法 ,本题 可 得 6 组 解 的 表示 式 : 

z= d nod?) x = 2(modT) 

Cz 6Gnod?) ΟΞ 3(zzog7) 

ドニ 3Gnod7) jx = (nod) 

y = 2(mod7) iy = 5(mod7) 

x == S(mod?) x = 6(mod?) 

bz πο bz lGnodT) 


5. 解 :用 第 二 节 的 方法 .由 于 x 之 7 时 ,逐一 代入 原 式 得 到 y 
无 解 , 故 本 题 无 解 。 

6.7.8 题 , 因 < 和 >y 的 备 都 是 偶数 , 当 右 端 系数 痢 等 于 ? 时 ,得 
到 同 5 题 的 情况 , 故 无 解 。 

9. 本 题 右 端 系数 的 因数 是 3 和 7, 由 于 zt 十 yx 二 7z 时 无 解 ， 
从 而 本 题 也 无 解 。 

10. 解 :用 第 三 节 的 方法 , 即 : 
取 xz 一 1 代入 原 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 ; 
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y=] = lcm) 


... ο 」 
Y 


由 孙子 定理 得 y — 1160415) 


取 z= 3 代入 原 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 


y 
» 
由 孙子 定理 得 y= 6Cmod15) 


= Sei の っ 1 


y 
ΒΗ ΒΥ E y-14nod15) 


取 z 一 2 代入 原 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 ; 
Y = 11 = 2(mod3)=>y = 2(mod3) 


= 14 = 4 (mod5)=>y = AGnodS) 


= 11 S 1(mod5)>y = 1 Gnod5) 


= 6 = OGnod3) e y = 0(mod3) 
= 6 = 1 (mod5)=>y = 1 (mod5) 


取 工 二 4 RARRHRA AARRE: 
y=—16 = 14(mod15)>y = 14 (nad15) 
取 z 二 5 代入 原 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 : 
y? = 5 = 2Gmod3)=>y= 2(mod3) 


y -m— 252 το 
由 孙子 定理 得 > 二 δ(πιοά15) 
取 z= 6 代入 原 式 并 换算 为 同 

y —36-— sonadis 
由 孙子 定理 得 y = 9(mod15) 
Wiz ?7 代入 原 式 并 换算 为 同 


y-—5- 


余 式 得 到 : 


に 


OGnodS5) 2» y = 0Gnod5) 


a = 


0(mod3):=>»y = 0(mod3) 
"=9 = 4(mods)>y = A(mod&) 


AXE 


— 49 = 11(mod15)=>y 11 Cmod15) 


M r= 8 RSOEBDS ISI AR SURESI : 
~ 64 = 1l nod15) y = 11 (mod15) 
Br = 9 代入 原 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 : 
y =ー 8} = 9(mod15)>y = 9nod15) 


B x — 10 代 人 原 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 ; 


=-~ 100 = 5(mod15}> 
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ZGnod3)2» y = 2(mod3) 
Ο(πιοάς)5»γ = 0(mod5) 


y 
y 


由 孙子 定理 得 到 y — 5(mod15) 
Ji x 11 代入 原 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 
y 121 = 14(mod15)=>»y = 14 (πιοά 15) 
Ra = 12 代入 原 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 
ッ ーー 144 = 6nod15)29 y = 6(nod15) 
取 x = 13 代入 原 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 
y テー 169 = 11 (mod15)=>y = 10 Gnod18) 
取 z = 14 代入 原 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 
y! —— 196 = 14(mod15) 一 y = 140nod15) 
由 上 得 到 本 题 共 有 5 组 解 的 表示 式 ; 
[75E bekdOmdlD fx =+ ἂν 十 7Cmod15) 


Ly = 14(mod15) 3 1(mod15) 
pz 3Gnod15) [xi 5(mod15) 
y = 6(mod15) ly = 5Giod15) 
| 士 6zog15) 二 
y = 9(mod15) 15 


11. 解 ;本 题 即 第 四 章 习题 3, 在 第 四 章 的 题解 是 用 “奇偶 数 演 
算法 ”, 本 章 则 将 它 换 成 : 
ダー ダー22 a19) 
式 ,然后 用 同 (1) 题 的 方法 去 演 解 ,因为 转换 后 的 方程 的 诸 解 中 ， 
EA 2S 1,2 二 zoyy = y I, RX z ΤΠ νι 就 是 原 题 [ 即 未 换 成 
前 的 解 ,不 然 的 话 , 原 题 就 没有 整数 解 , 现 演算 如 下 
取 ッ ー1 代入 上 式 并 换算 为 同 余 式 得 到 ， 
aj = 1(mod2)>x = 1 Gnod?) 
ο Μα) 式 的 解 有 唯一 表示 式 , 即 ， 
x = ] (mod?) 
y = 16Gnod2) 
Boy 


2 
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因原 题 右 端 *2” 是 正 整 数 , 左 端 y 是 个 平方 数 , 故 知 x 也 必 是 个 正 
整数 ,因此 将 11 ) 式 的 非 负 解 造 表 如 下 ,其 中 : 和 ”是 通过 
foy Ub RERO 的 整数 。 


z= 


だ まき 321432» ェ ュー モー デ 

H Y 6 
5 1 

3 à M 
1 13 
1L 2 

5 
9 H 22 

77 1 


[HRI] 
故 原 题 的 解 为 <- 二 3 y=5 


第 六 章 

1. 解 :(1) 由 本 章 第 二 节 的 引 理 , (1) 式 -- 切 正 整数 解 的 表示 
为 : 

z= kv, y= LIE, z- EEE, 

我 们 按 这 个 引 理 并 结合 本 题 已 知 x = 12 去 探求 5 的 取 值 , 因 
为 12 = 2 X 3, 故 可 令 5= 2 X3, 其 中 i 和 c 是 0,1,2,3,…,i 和 
< 可 以 相等 ,也 可 以 交换 ,但 必须 等 于 偶数 和 上 < 12}, TE 
332.2 = 4,2 一 8,2 = 16,2 = 320 πε PUR 2» 121] 
2X3-62 X3—12,2 x 3—24b2 2: x AA 482 1131 
2X8 — 18,55: 2 x 3 六 因为 54 2 1221, 3 x 2 = 86, 

将 45 值 分 别 代入 以 上 解 的 表示 式 得 到 ; 
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以 总 一 2, 得 到 ; 
z=12, y —431, z = 433 


Ub — 4,88. 

z=12, 7-214 2 —218 
以 5 = 8.135. 

z=12, %=104, z=112 
以 如 一 16, 得 到 : 

z=12, %=46, 二 一 62 
A b = 32,838; 


z=12, y=ll, %=43 
以 6= 6,081. 
z=12,  »c1d, πε--147 


Ub — 12,831. 

z=12, y δν “=78 
DA b = 24, 得 到 ， 

z=12, 2724, z=48 
以 6 18, 得 到 : 

x12. γι = 39, αν 51 
B b = 36.18. 

z=12, yo 一 6， za 一 42 
ΚΚΕ, σα 二 12 时 ,y 和 x 各 有 10 个 解 ,如 上 。 

另 有 较 易 的 解法 ; 

由 原 式 有 : 


12 = — y = (8 ye y) 
经 计算 125 = 1728 
将 1728 分 为 二 个 因数 , 即 1728 = 2 ぁ , 把 所 有 同 是 偶 数 的 和 
5 算出 来 , 即 : 
1728 = 2 X 864 = 4 X 432 = 6 X 288 = 8 X 216 = 12 X 144 
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7 16 X 108 — 18 X 96 — 24 X 72 — 32 X 54 — 36 X 48 
Maszty Mob o = — y 为 小 数 ,再 由 “和 差 数 "方法 ， 

就 可 求 出 = 和 ,例如 ,864 一 = 十 y,2 一 “一 》, 便 可 得 到 
ーー 8802 = aas y= SET L 431, 伪 此 逐个 演算 ,就 可 得 到 


2 
ΕΙ 104-48. 
(2) 将 原 式 移 项 为 : 
デー デー (の の Φ 
由 本 章 第 二 节 公式 (8) 和 以 上 OR RME: 
- ey E: 9 S20 が 
z= ke, y Θ 


2b 
KERER. ECH z= 45, 将 它 代入 回 得 
Quy « δὲ Go? — δ 
1 = Φ 
按照 ?是 (to)* 的 一 个 因数 , Geo) > 5 的 条 件 ,得 到 5 的 取 值 
Eb — v.v! v ub vi E o k VA b = υνυῖ,... 逐一 代入 团 式 演算 。 
车 5 二 v, 代 入 ④ 整理 得 。 


] 
45 一 RT Dgo = vv D 


:Vip 一 了 
2 

将 90 进行 标准 分 解 后 ,容易 得 到 : 
90—1X90—2X45—83X30—5X18—6X15—9 X 10 
再 将 ⑥ 式 逐 一 代入 ⑧ 式 演算 , 即 。 

vv +1) =1 X 90,34 v = LIN HI]? +1 — 9022 = 89, 
无 解 。 

vv 十 1) —2X 45,35 v= 2I, RI] 28 ΓΙ — 45 — 22, 
AS. 

ulku +1) — 3 X 30,25 o = 3E, W 38 -- 1— 303? = 29, 
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无 解 。 

vlhvw 二 1) 一 5X18, 当 v= 一 5 时 , 则 5 十 1 = 1858 —17, 
无 解 。 

ulku +1) =6X 15,2% v = 6 if, W] 66 +1 = 1516} = 14, 
无 解 。 


vv + 1)—9X10,345 v = 9 IK, I 98 + 1 = 1094 — 1, 
B o= 9, k= IRRA ORÈ 2,7l: 
y= Dg, a y=6 
15 ὁ = v AEDE kA o 111814 O 式 的 整数 ， 
Eb =v RA ὦ 整理 得 : 
MM 


[ο 


2 Bow 
ター ター 
由 合式 之 1 得 知 和 v 同 奇偶 ,如 取 同 偶 , 因 ο’ > 90, 得 到 不 论 是 
k So BEBE 6 RD eo t 4 RUE — 4,2, 2 BIS CD 22 13e 
83:90 一 4 — 26. Ti 26 不 等 于 一 个 整数 的 三 次 方 数 , 又 90 — 2 
= 82,08 82 也 不 等 于 一 个 整数 的 三 次 方 数 , 故 上 和 二 取 同 偶 时 无 
解 ,【 也 可 用 第 四 章 “ 奇 偶数 演算 法 ” 设 4 一 2m,v 一 2 代入 得 到 90 
— Bon! n) 7 8190, 无 解 】 在 合式 之 1 中 ,如 取 辣 奇 , 因 5’>> 
90, 同 上 理 , 或 vz 取 值 范围 为 3,1, 分 别 代 入 加 之 1 验算 有 :90 一 
3 = 63, 而 63 不 等 于 一 个 整数 的 三 次 方 数 , 又 90 一 1 = 89, 而 89 
不 等 于 一 个 整数 的 三 次 方 数 ,从 而 得 知 DRP, R o = vw 时 无 解 。 
者 6 ニッ 代入 ORAR: 

90 = vkCoE + 1) 
y = EOR » 

2 

HORZ 1 观察 ,容易 得 知 , 它 的 右 端 等 于 二 个 连续 数 之 积 ， 
而 90= 9 x 10, 故 知 如 = 一 9, 以 如 =9 代 入 图 式 之 2, 得 到 入 一 
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& 


9(9—D ... 
7$ > ぃ マー6 


若 5 = 4, 代入 ORAR: 
90 = vk + v) 
kano} e 
y デモ 3 

dO zidoBEs0—1x90—2x45—3xX30—5 X18 

—6x1529X10,8UÉ υἱ(ὰ +v) 1x 90—2X 455 3X 

30 =5X18=6Xx15=9X10 将 它们 逐一 代入 验算 , 唯 有 当 ok 

— 9,&-- ο = 10, 时 , 则 得 到 上 = 9,v 一 1, 这 和 前 面 的 解 相同 。 

db -- vk RA ④ 式 得 到 ， 
90 = &G + v 
Lia 地 
y 2 

在 国之 1 中 ;仿照 园 样 方法 ,有 二 个 解 :其 一 光一 9 一 1 其 

DP RO Ev) 3 X 308b UE E — 3, — 3, DI KT RAOR 

2 2 整理 得 到 メニ ー 36,8] y — 6 V 一 1 这 不 是 实数 , 故 本 题 有 唯 

一 整数 解 为 x 二 9,y 二 6。 

2. 解 :由 本 章 第 二 节 引 理 , 将 原 式 移 项 变形 为 : 


αἲ = Ἁγ + Rey + 2y — 2# — 2z l Ώ 
H D 式 的 右 端 进 行 分 解 得 到 : 
・ デー マオ s 十 1)(3 ッ ーー)}) [ο 

令 y 十 zx 十 1 二 a13y 一 z 一 1 二 6 B 

由 G RP a + b= Ay H a= dy δ 
由 (2480 831 α’ — 4(4y -- ὁ) [0] 
设 z? 二 如 天 是 整数 
ΒΕ = bly 一 加 ,整理 变形 为 : 

ッ ーー 5 
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38 dO 式 代入 四 式 , 移 项 整理 变形 为 ; 
3 が 一 だ 
dod © 


由 以 上 得 到 本 题 整数 解 的 表示 式 为 : 
EIE 363 一 起 
7 & 


FEP A AO 0 AER JE E IIO O ERU οι επ 
τα τς ο nh DT 4 TREAT A TER 
奇数 , 即 

在 加 式 中 ,容易 得 到 , 当 一 6 时, 即 有 4y 一 一 5, 移 项 约 简 
Day= eE y= 二 ,再 以 y 一 全 代入 το 一 
LETH O 式 得 到 原 式 有 一 组 整数 解 由 下 式 表 示 出 来 


PLI 


z= 


25 

Y^ @ 
5 
2 


这 时 容易 知道 ,在 @@ 式 中 ,只 要 等 于 偶数 就 成 了 , 故 当 取 < 
等 于 偶数 时 ,就 可 由 O 式 得 到 原 式 的 一 组 整数 解 ,但 它 不 是 取 < 
为 偶数 时 一 切 整数 解 的 表示 式 ,也 就 是 说 , 原 式 的 一 切 整数 解 仍 须 
由 ⑲ πώ @ REEF. 

取 z = 1 时 ,z 和 ?不 是 整数 

取 工 王 2 时 ,有 -- 2, 得 到 y= lz 一 0 

取 x 二 3 时 ,z 和 不 是 整数 

取 z 二 4 时 ,有 6 二 4, 得 到 y 一 2,x= 二 1 

取 z = 5 时 ,= 和 ?不 是 整数 

R r= 6 it, Ab 一 6, 得 到 y 一 3,z 一 人 

5, = 18.8 58| y — 5,2 — 12 
取 z = 7 时 ,= 和 ?不 是 整数 
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Rar 二 8 时 ,有 一 8, 得 到 > 一 4z 一 3 
b, = 16,931 y — 5,2 — 10 
取 z 一 9 时 ,zx 和 >y 不 是 整数 
Hoz 1984, δι — 10, (880 y — 5,2 — 4 
5, = 50,188] y = 13,2 = 36 
取 z=11 时 ,= 和 ?不 是 整数 
Br 二 12 时 ,有 一 12, 得 到 > 一 6,z 一 5 
5, = 36,185 y = 10,2 = 25 
(HRI 
由 以 上 得 到 提示 :本题 的 正 整数 解 ,z 不 能 取 奇 数 , 当 z 为 大 
于 4 的 偶数 时 ,5 有 二 个 值 ,小 5 等 于 zx, 大 6b 等 于 的 倍数 中 选择 。 
3. 解 :将 原 式 右边 进行 因 式 分 解 得 : 
æ = (y+ 2z + 1)y +z- l) 
4 y 十 ?ze 十 1 一 ae，?y 十 z 一 工 一 
“由 团 式 得 到 a 一 6 二 xz 十 2, 即 4 一 5 十 z 十 2 
由 GO HA — bb 十 xz 十 2) 
Br = Gy 上 和 vw 都 是 正 整 数 
由 8 式 和 本 章 第 二 节 引 理 , 经 过 演算 后 ,整理 得 到 : 
- Eb 4 8) — ων (Y! — b + 2) 
z= ku, ye b z= 5 & 
因为 6 是 (ho) EARR G 60 REA a> 加 从 而 得 知 
(0$ > b, BUE b = v ev im 12.3 - 
DELETE 式 得 到 
z= ku,y = 20 + 3 — kuz = ke ~ (ot 2) 9 
ESRT. A RA v WME o MEER EZ UR £0 v. 
则 > 不 是 正 整数 ,如 果 二 3.8 — 1, 则 y= 0, 如 果 w>> 3, 则 y 是 
负数 .如 果 z 一 2 一 1, 则 = 等 于 0, 故 因 式 不 符合 原 式 正 整 数 解 
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ΘΒΘΘ 


的 要 求 ,应 会 去 。 
以 2 一双 代入 OREN 
x= kv, y= 2 t3 kv, z—kv—G 42) ϐ 
[A EUM ΕΣ Wy pRERR, P LS E! 
数 , 故 有 1 < 上 < "由 试 算得 到 提示 ,在 68 式 中 : 
当 & 一 2 时 ， 有 4xocr 


k—a3W. KESTE 
k= 4t, 32 goat 


k= 5th, 63 v« 5 


Bb = v 代入 O 式 得 到 


z= kuy = 2v! +3 — Pax = E — Q4 2) e 
1 @⑳ 式 中 , 由 起算 得 到 提 示 ゥ 3, ょ &ー ャ 1 ュ 。 

PA b = ke 
ERI] 


BE 取 を = ニ 4 ゥ =35 代入 QR RI. 
zr—4X35—140 y-2X35--3—4 x 35 2 213, 
z= 4° X 35 — (35? + 2) = 1013, 
以 z= 二 140,y = 213,2 = 1013 代入 原 式 得 : 
αὐ = 140° = 213! + 3 X 1018 X 213 + 2 X 1013? — 1013 
— 1 = 2744000 
XO k = 5,0 二 4 代入 O 式 得 到 、 
z= 20y =2X P +3 5 —8,25 (4 二 2)~=59 
βατ 20,y = 6,z = 59 RA RRE: 
α) -- 20° = 6? + 3 X 59 X 6+2 X 59* — 59 — 1 = 8000 
以 上 二 个 验证 ,结果 均 满足 原 式 , 故 θῶ 式 是 原 式 正 整数 解 
表示 式 之 一 ,而 Ὁ 式 是 原 式 一 切 正 整数 解 的 表示 式 。 
4. 解 :将 原 式 分 解 为 ; 
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a = yly + 50) & 

由 B 式 我 们 知道 » n BUG H y< aty FERE 
8. 

先 证 明和 ?都 不 是 素数 ,如 果 x 和 >y 都 是 素数 , 则 由 ES 
Blr = y PEA y+ 50 二 六, 将 它 代入 判别 式 得 到 Vi 十 4 xX 50 
= V201, 显 然 得 知 201 不 等 于 一 个 整数 的 平方 数 , 故 γ 都 不 
是 素数 ,而 是 复合 数 。 

dx = 总和 z 都 是 正 整 数 ,大 >> ,将 它们 代入 原 式 并 变形 
为 : 

BECOME 
50 = ーー 8 


由 本 章 第 二 节 引 理 ,我 们 得 知 y 的 选 值 范围 有 : 
y—kGRoO Ee. 
U y = k RA 四 式 整理 得 到 
50 = ἐὰν) 一 1) [5] 
EO πλ} ROS 50 — 2X 26 — 5 X 10 
ΧΑ υπ 式 , 故 を 的 取 値 有 2 和 5, 分 別 代 入 ⑳ 式 , 都 
无 整数 解 。 
B y = ERA ぬ 式 整理 得 到 
50 = k^ — k) & 
以 を 王 2 代入 ⑳ 式 得 到 々 ニ 3 
以 二 25 代入 GP RERA v — 3 
以 を 一 5 和 ぁ =10 代 入 ⑧ 式 都 元 正 整 数 解 。 
B y = e RA D REER: 
50 一 如 (加 一 1) 99 
ΒΘ 式 右 端 等 于 二 个 连续 教之 积 , 而 左 端 50 不 等 于 二 个 连 
续 数 之 积 , 故 Ὁ 式 无 整数 解 。 
以 ?= 如 代入 ⑳ 式 整理 得 ， 
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50 = ko(k — v) 8 
ΒΑ o0 «ΜΗ Ao > E — vs E] ko = 10 代入 式 整理 
ο の ゃ = 10, 将 其 代 大 判别 式 EI 十  X ο. 
数 解 。 
由 以 上 得 知 原 式 的 正 整 数 解 有 : 
人 C= ku=2X3=6 
ッ ー だ テー ダ ー4 
{r = ko = 25 X 3— 75 
y= k = 25? = 625 


第 七 章 


1 解 :在 zx — ye ο st BAD m a d ULL 8, 
5 二 2 时 ,得 到 zz 一 13, 将 其 代入 
lom tnat) 
即 ゼー 1 Z 92823 = m? + n(n + 1) 
查 数学 用 表 得 到 :〖 仿 本 章 第 一 节 中 查 表 方法 3 
92823 = 299: + 58 X 59 
92823 一 169: 十 253 X 254 
92823 = 613 + 298 X 299 
得 到 m = 209,5, = 58 
m, = 169m = 258 
m, = 6n = 298 
故 本 是 方程 , 当 z= 13 时 ,有 : 
y = 2m, = 598 y = 2m, = 938 
P ur EIL Te 
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Æ: 


为 一 2m, = 122 
zı = 2m, + 1 = 597 
由 本 章 第 二 节 之 (二 ) , 当 方程 为 = y! 十 Z: 时 , 解 的 表示 式 


ェ ー ダ 十 ど 
» — a( + ptr 

n= ba 十 gy 

ya = ata! 十 3b) (0 十 go 

αι = ba — Ca 十 p» 

Ya = alat 一 10228* 十 86) (at + DO T 
n= b(5a* 一 10416 + δν) (a + B B 


Ha 3 必 一 2 代入 上 式 整 理 得 到 ， 


立 一 13 
y = ala + B) T? = 507 
z = bla + δὲ! = 338 
Ja = ala — 36)(a + TE 一 一 117 


πα = b(a! -- B) (1) + が ) = 598 
Ys = alat — 10a! + 56) (a + B) E- =— 897 

αν = b(Sa! — 108b? + b) (a? + Y — 122 

验证 ”其 中 > 和 = 有 交换 值 或 出 现 负数 ,但 因原 是 中 姑 和 于 


都 同 是 系数 为 ! 的 平方 数 , 故 用 本 章 第 一 节 的 方法 得 到 的 解 和 代 
入 本 章 第 二 节 之 (二 ) 的 公式 得 到 的 解 都 是 一 致 的 。 


2. 解 :用 本 章 第 三 节 的 “推算 规律 ”将 z — y! cs py m 


を 解 的 表示 式 推算 如 下 ， 


ΠΗ (αἱ 十 OV 由 代数 公式 或 由 杨辉 三 角 法 展开 得 ; 


162 


αἰ ab + 31ato 有 4 二 350985 + 3510) + Lla 十 Ta! + P^ [o 
由 “规律 ”第 一 条 得 到 x = αἲ Dag UE SER IRL 
到 y 和 z 第 一 个 表示 式 为 : 
of = al + PYT- 
z = ὑ(αἳ 十 δ3)3 
由 “ 規 律 ” 第 三条 第 3 KER yM PONEKA CES 
式 中 括号 内 首 项 和 来 项 的 系数 分 别 是 1 和 21 并 列 出 形 如 : 
ye = alat t Caf? d C )αῖδ' 1- 305] 
z = b[34 E C. λα C ub x v) 9 
先 在 y 式 中 推算 m 
容易 知道 (1) 式 的 第 一 项 αν", EL OD 式 中 γ, 的 括 符 内 首 項 
ARERR h a 的 自 乘 给 出 , 即 (03)? = al。 现在 要 讨论 加 的 
»» 式 中 小 括号 内 待定 数 如 ,为 了 解决 这 如 ,就 要 把 (1) 式 中 第 二 项 
Ta 和 在 y, 和 zz PRERA "270" 的 所 有 数 来 联系 一 起 进行 计 
算 , 先 在 γι 式 中 找 得 : 首 项 数 乘 第 二 项 数 再 飞 括 符 外 的 ο, ἴα ΕΗ 6 
RRA +J Hn. 
a! X d! Χ CE ki) X の = katt 
我 们 已 知 , 表 示 式 括 符 内 的 每 一 项 ,除了 自 乘 外 ,还 要 分别 去 
嫌 所 有 的 每 一 项 ,这 样 我 们 就 知道 , 首 项 膝 次 项 ,而 次 项 又 要 倒 回 
EXE HER LB HAGAE RE LK .再 在 =: 式 中 找 得 : G AREN 
外 的 oD EARRA IR 
δ} X Bay = gae 
于 是 联系 起 来 得 到 一 个 方程 为 ; 
Jab 十 Z(E ki) X ap = Tab, 
SERT 38Η ΚΑΙ Ἀ, CRDI ΕΠ. 
9-20 ἐν) 一 了 
APLIS 1) 55 τν Aa =l 
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既然 已 得 到 γι 式 第 二 项 是 “一 a1b:”, 又 由 “规律 ”第 三 条 第 1 
款 得 知 z。 式 倒数 第 二 项 的 系数 和 γι 式 第 二 项 系数 相同 [ 即 互 相 倒 
排 ], 故 得 到 ; . 

ya = alat — ab? + (kijab E | " 

z, = b[3a* + ab? E ah x]; 

再 推算 他 PH ἐν RH OO 式 的 第 三 項 21e"” 和 γένει 式 
中 含有 g" が 者 联系 起 来 计算 。 即 在 y. 式 中 找 得 : 

αἲ X a! X GE kabi) = ka! Ἡ] a? X (atl?) = aps 
在 zs。 式 中 找 得 ; 

δ) Χ 3a X (+ ἔρλα“δὲ = 364: aD, 
于 是 得 到 一 个 方程 为 ; 

[2C kab) + abt] + [2( 土 3&e" が )] = 2196 
WALCE δὲ) 十 1] 十 [2( 士 3k)] 一 21 
再 整理 得 :2( 士 k) 十 2( 士 8) = 20 

容易 得 知 , 上 式 左 边 二 项 ,不 能 都 是 正 数 或 都 是 负数 ,因为 
8120, XE X 161 > 121, 故 瞧 有 取 前 项 为 负 , 后 项 为 正 ,得 到 , 避 一 
5, 
[cm 

X a(a* — atb? — Bab + 305) 

πὲ -- b(3a* 十 5a! x ab + 的) } 

现在 剩 下 来 的 是 如 何 确 定 表示 式 中 最 后 2 项 系数 前 的 正 负 
号 ， 

同上 理 , 再 把 ① 式 第 三 项 “35awe” 来 联系 推算 , 先 在 @ 式 的 
2: PRE: 

a! X a (E 30) — 4 3a'h 1} a X (— at) X (一 5a!b*) 

= 525, 

又 再 在 *。 式 中 找 得 : 
(5o の 2 = 25a 3a δὲ Χ 3a* X (+ の の ) = Bab 


(4) 
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于 是 得 到 又 一 方程 为 ， 
[2 3a*0*) 十 2(5as65)] 十 [25296 十 2( 士 3 が )] = 35a*b* 
f& X (2C 3) + 10] 4- [25 十 2+ 8] = 35 
再 整理 得 :[2( 士 3)] [20 2] 一 0 
上 式 容易 得 到 ， 
左边 前 项 如 取 正 号 ,如 后 项 取 仙 号 ， 
左边 前 项 如 取 负 号 , 则 后 项 取 正 号 ， 
E 前 項 是 ① 式 中 >。 式 的 最 后 項 , 后 項 是 ④ 式 中 κ, 式 倒 数 第 二 
5 
故 得 到 二 种 情况 ， 
ya = alat — a'b? — Satb^ 十 365) 
zs = b(3a* + Bath? — al + b°) } 
"EL a(a* — abè 一 Salt 一 p " 
za b(3a* 十 Sa*b! + ah + ὁ) 
GO, (0) 二 式 中 ,只 有 一 式 是 正确 的 ,并 要 继续 仿 上 演算 决 
定 .因此 ,再 讨论 O 式 的 第 五 項 “35e! が ”?。 
先 在 (a) 式 的 y, 中 找 得 : 
a! x C αἲ 0) (P) ニー 8a 和 a! X (一 5ab'): = 25g6 が 」 
又 再 在 (4) 式 的 zs PRB: 
b? X Sat X (— abt) ニー Se の LU! X 3a(+ δῦ) = d dasb: 
于 是 又 得 到 一 方程 为 : 
[2( 一 5603) + 252509] + (2(— 545b) + 2 X (34091 = 35a 
简 为 ;[2( 一 3) + 25] Γδί-- 5) + 2€ 35] = 35 
即 2(— D -[2(—- 5) -2(E 2]- 10 
即 2(— 3) -2(5 3)] = 20 
上 式 二 边 并 不 相等 ,应 会 去 。 
HEO 式 的 y, PRE: 
の (一 5a! * = 25a 和 ah C ct)( 一 3 が ) = dasps 


(a) 
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又 在 (5) 式 的 2, PRE: 


U X Sa Gk δ᾽) = x Bab Ἡῃ δὲ X sa? X ath 
于 是 又 得 到 一 方程 为 : 


= 52b 
[25a*5* 十 2€3a5b*) ] + [2C2: 34509) + 254100) 1 = 35g% が 
简 为 : 


[25 + 2(3)] + [2( 士 3) 1- 265}} = 35 
整理 得 :2(3) 十 2( 士 3) 一 0 


2(3) +2(~- 3) 一 0 


BRO 式 中 式 末 项 符号 为 负 , 从 而 得 到 ; 
六 和 2 的 表示 式 为 : 

y: = a(a* — ath — ba'b* — 365) 
= ala — 36) (a! 十 yen 
z, = δία! + σα δὲ + abt — δῦ) 


= ῥ(βαξ — P) (a! 十 yt 
同 理 ,运用 “规律 ” 可 以 再 推出 [了 略 】: 


Q 


ya = alaf — θα!) — 5atb* + 5°) 
@】 Cae — 1080 + 50 の + κά. 
zy = b(5a 一 Sat — 9a?h 十 09) 

= が 5g 一 1θᾳ163 + bt) (a? + δὲ) 
à» M 


= alat — 21a'8* + 35a!b* — 7°) (at 十 ῥ1γ τ}το 
2, = b(a 一 35a4 + 21b — b) G8 + Y 


最 后 得 到 x? 一 六 十 兰 式 的 一 切 解 的 表示 式 为 :rz 一 怪 十 儿 ， 


和 的 表示 式 见 以 上 中 加.@、@ 式 ,其 中 a 和 4 是 任意 整数 。 
3 JAR T = y H 


© 
依 题 意 已 知 ーッ + 
式 解 的 表示 式 是， 
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χ-αὶ-- δὶ ] 
yi = abla + 8) 7 
reme χα ; ®© 
ys = 2(2ab)(at — δῦ) 
n = Gaby — (ad 一 y 
由 于 Q 式 中 や ーッ 2。 面 2” 等 于 @ 式 右 端的 方 次 数 ,由 
本 章 的 《 引 理 CB, FORE © 式 的 解 CO RIMER α Hie, Ba 
9) ,就 可 以 得 到 G0 式 中 y 和 zx 第 一 .二 个 表示 式 为 : 


= 2ab(a! + Uy 
» | | 
z = (at — bó (a! + y 
Ya = 2(ab) (a! — b) Ca? + δὲ) @ 
zr = Γ(2αὐ)᾽ — (a! -- PY E + δὲ) 


XEDUR—^ ERU = D = Bosaggeitdes RH 
Ott y HL ο ο ο n — 3 时 y 和 的 第 
二 个 表示 式 通过 演算 给 出 , 即 ， 

Γον ο ντ] 


αὐ ο} ἀξ, y= d, = cd’ @ 
CA (0 式 中 第 一 式 ゼ ー〆 二 〆 解 的 表示 式 是 

z= a + ue ala! — 3 グー63 の 一 が) Ώ 
EO RRA Ὁ 式 得 到 ， 

Φε = 2ab(a! 一 30) (3a! — δ) 

z= [ale 一 3 の ) 平 一 [23g 一 exl 2 


因此 得 到 (6) 式 即 原 式 解 y 和 2 三 个 表示 式 就 是 以 上 OOO 
式 。 
4 解 : 在 デー デー ぞ 式 中 , 先 算出 =3? — 19683, 
再 列 出 :19683 -- 1 X 19683 = 3 X 6565 = 9 X 2187 = 27 X 729 
-- 81 X 243 Φ 
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又 把 原 式 右 映 分 解 得 ;,z = (y 十 2)(y 一 2) 四 
EO 逐一 代入 去 演算 , 即 : 
(G2? = (19683 + 1)(19683 — 1) 


ΛΣ” 得 到 ym EI 一 9842， 


/— 19683 — 1 
QUE 
λα) = (8561 + 3)(6561 一 3) 


得 到 ッ ー ΘΙ ΕΣ 


一 9841， 


= 3282. 


= 3279, 

把 由 题 已 知 的 :y = 3282.2 = 3279 和 和 以 上 的 (1)、(2) 对 照 , 恰 
好 是 第 2 条 , 它 的 解 的 值 ,由 小 到 大 , 属 第 四 ,再 翻阅 本 章 第 四 节 ,n 
是 奇数 时 的 表示 式 , 其 解 的 信也 由 小 到 大 , 即 第 4 个 ; 


z= i, 


κ 9961 — 3 
2 


Yı = a(a* 十 21a 十 35g の が 十 185) — (a! 一 ee 
z = b(Ta* + ἃδα) δὲ + 21416: + b°) Ca 一 δὲ) 
验证 :以 a = 2,5 二 1 代入 GAR: 
r-2—)])2-3 
X, = 22 21 X 2* +35 X 2! + 7) 2? — 1) = 3282 
z= 010 X 2 +35 X 2* - 21 X 2! + 1)(2 — 1) = 3279 
验证 无 误 , 故 3282 和 3279 可 由 O 式 给 出 。 


第 八 章 


1. fedes — 4e © 
因 妨 ① 式 中 <, 其 中 5 一 8= 2【 指 方程 中 的 方 次 数 ] 故 原 方 
程 可 转 为 先 求 ， 
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一 二 [2 
式 解 的 表示 式 。 

由 于 容易 得 到 “z =a by 二 a, 二 6” 是 满足 方程 

r=y + e 
式 的 一 个 解 , 故 又 要 转 为 求 

= デパ + Φ 
式 解 的 表示 式 。 

由 第 七 章 第 三 帯 末 后 的 《 引 理 C》 和 ③ 式 的 解 得 知 ④ 式 的 解 
Hir = d Py m a( b Pe — 508 1- 63), 181 QOO RHR, 
显然 得 到 Θ) 式 的 解 为 : 

r=,y = ald dU), = ba 十 が )。 

πο στ... 

再 由 《 引 理 C》 和 Θ 式 的 解 ,于 是 可 得 到 ORHEI: 

r= (hy -- ala p) ug = δ(α) + の)! 

注 : 由 第 六 章 第 二 节 《 引 理 4》 可 将 他 式 解 的 表示 式 再 演化 如 
下 : 

r= Gb y= sey z= ice o 
其 中 a.6、M 是 正 整数 ,但 要 有 通过 的 值 , 例 如 : 取 a= 2.0 — 1,09 
M = 3, 代 入 上 式 整 理 得 到 O 式 解 的 最 小 正 整数 ;x 一 3,y 一 6,z 
一 3， 

lx = 3M’ ,y = 6M*, = 3M' 也 是 四 式 一 个 解 。 

如 再 取 4 — 4,5 — 2, M = 2,3,4,6,12。 
其 余 仿 此 。 

2. 解 :将 本 题 和 第 1 题 对 照 , 可 知 只 须 将 第 1 题解 x 的 表示 式 
(αἱ OY! OR (αἱ H EF y 和 = 的 表示 式 则 不 变 , 即 ， 

5 -- αἳ 1- δὶ, γ-- α(ω) HE, z= ba 十 PP, 

【也 可 用 本 章 第 五 节 第 一 , 即 由 zx "得 到 上 = 3, 直 接 得 出 它 的 
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解 的 表示 式 。』 


第 九 章 


1. 解 :因原 式 左 端 xz", 可 写成 zx11, 故 由 本 章 第 四 节 第 一 
条 x*t! 中 有 局 十 1 二 13, 得 到 二 3, 从 而 得 到 原 式 的 解 的 表示 式 
是 : 

x= αἱ JF δὲ, y= alat t b, α-- blat + B7? 

2. 解 :因原 式 左 端 zx’, 可 写成 MM EE IE 
att 中 有 ARE 3 — 7,08] E — 1, 从 而 得 到 原 式 的 解 的 表示 式 是 ， 

zlat — By = alat — irm e = blat -- portes, 


以 上 二 题 ,其 中 4 和 46 是 整数 ,a b. 
第 十 一 章 


一 ,判断 

D Β 00,6) — 52 1, 故 (1) 式 无 非 零 整数 解 ; 

(2) 因 (14,6) — 2 2 1, 故 (2) 式 无 非 零 整数 解 ; 

(3) (11,8) 一 1, 故 (3) 有 非 零 整 数 解 . 它 的 解 可 由 第 八 章 
第 五 节 , 第 二 条 :za+* 中 有 3 を 十 2 = 11, 得 到 々 = 3, 从 而 得 到 (3) 
式 的 解 的 表示 式 是 ， 

zc (EPY, y= ala + gy, 

z= bla pP) 其 路 和 总 是 整数 。 

二 (1) 解 : 由 原 式 有 24 > 5 敵 可 用 本 埋 例 二 的 方 法 : 即 由 ヵ 
= tm + r> = 4 X55 十 4,( 即 := 4,r 二 4) 转 为 求 新 方程 

アマ パー t 2 的 解 的 表示 式 。 

由 vx 十 1 = rw=>50 十 1 Aw v — 3,w — 41 ΠΒ 
程 的 解 的 表示 式 为 : 
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roce (αἳ y= α(αὶ p UY, zb + gy. 
[3: EJ i TOSH = y + αὐ 的 解 的 表示 式 , 即 

ac (の ο. = alat ο”... 

z = blat 十 σσ, 

【也 可 直接 由 第 十 章 之 四 得 到 zt = y 十 x 的 解 的 表示 式 为 : 
xc (+, y= alad H yH, 

z= bla + ΝΤΑ. 

CD 解 :由 原 式 有 5 < 6 hA AEEA E Bp H om 1 
= mw=>6v + 1 = 5w【[ 计 算得 v = 4,w = 5 得 到 原 式 的 解 的 表示 
AA r = (αἳ P5 y = alat M B) ,x = bah + yt, 

三 ,证 :将 原 式 改写 成 ; 

Gy αν e 

UR SR GO = y 十 z+, 则 根据 第 九 章 第 三 节 的 讨论 也 得 
到 x -- x 十 ** 没 有 整数 解 ,从 而 原 式 无 解 ,] 

由 第 九 章 第 四 节 二 的 表示 式 和 O RA: 

デー (αἱ EB, y =al t, z= ba Ενω Φ 

于 是 知道 国 式 有 解 的 条 件 是 图 式 有 通过 的 a、5 整数 .因此 ， 
先 要 证 明 ⑧ 式 中 的 第 一 式 , 即 α’ 一 (αἱ 十 PY 有 和 否 整数 解 。 


在 -- (αἱ + が? Φ 
RPG atM 代入 ④ 式 得 到 : 
z = M’ 
由 第 三 章 第 一 节 的 表示 式 和 @ 式 ,我 们 有 
xz—PE,M—E [WERA M RREK] 
HORA ORERE Sato I 


由 第 九 章 第 三 节 的 讨论 得 知 @ 式 无 整数 解 , 故 知 原 式 没有 整 
数 解 .了 也 可 用 第 十 二 章 的 结论 ,由 于 (n,m) = (5,0 — 22» 1,185] 
原 式 元 解 】 

四 、 解 工本 题 中 称 * 解 " 均 指正 整数 解 了 将 原 式 移 项 并 改写 成 : 
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2 アダ ニダ デー Θ 
由 第 七 章 第 四 节 公式 得 到 Θ 式 解 的 表示 式 有 二 , 即 : 
(y= テテ oo 一 が ) αἲ -- ba -- δὲ) 
(ニル ター ニー ゲージ α-- α(αἲ t 3b) ダー が 3 の -- δὲ) 
其 中 ゥ > ae 和 8 是 正 整数 ,以 下 所 引用 的 "4 REEE 
数 。 
由 此 得 知 中 式 ( 即 原 式 ) 的 解 可 转 为 (一 )( 二 ) 的 解 , 而 
(一 )( 二 ) 的 解 实质 是 xz 二 bla — PY 3} εἲ — 62! 十) 的 解 。 分 


. 别 讨 论 如 下 : 
— Jti αἲ -- blat --- δὲ) © 
Br—c RAOR: 

vE = δία — b) à 


ORPA D< ae b 

Vat — δὲ = (a +b) la — b) 
XH falbBHa—blo 

Cat — δἳ — (ad bab) amb 

由 第 六 章 第 二 节 的 讨论 ,在 人 @ 式 中 ,5 是 vi 大 的 一 个 因数 和 5 
«a! -- USE OD SU 

b = υγοῖδ Æ vk ok! 

(一 ) Ë ὁ -- ゃ , 代 人 ⑩ 式 整 理 移 項 得 

の ーッ oe 二 る ) D 
RETE ia S uk IE v = nouto Æ kouki, 

AF o — v 代入 0 SCRERERE HER 


E =ni 1) @ 
又 同样 方法 , 设 二 vk 代入 O RA: 
一) 8 


ΠΒ τοι = vti v 
1. 若 = ャ 代入 ⑬ 式 整理 移 項 得 。 
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uk =k ® 
hw! =  -DG 1) 
(45-128 让 一 1 一 om 一峰 十 1 一 1 十 入 
VEAcTl1i-üct:-cv-1—-249w Hw—E-25 
v, GERE, ἐν > 1, 于 是 得 到 : 
z= vk = vvk, = thk, = (ki — D'& = αἱ — 2h, 
a= nk = D1) 
b=v=n=ġ—2  Xmhol 
G)4b5-l1-wkh—l1-H 
于 是 得 到 : 
z = vk = vi = (ἂν + Dk 
a= nk = vlo -- 1) = k + Dk 
b=v=n=vn=kh +1 

EP:t RERERS h — tl, 

2. Eu 二 V 代入 ⑬ 式 整理 移 項 得 : 

如一 申 一 1, 容 易 得 到 此 式 无 解 。 

3. 车 = wk 代入 O 式 整理 移 項 得 

を 王府 一 1 - 6 
@Svk = 0 ΕΙ) (άν -- 1) 
今 ね エエ ユー も h—l-weh-lcuw 


Jl & t v; = 2ὲι 
ーー2 ラ も ー る ムタ 十 2 
于 是 得 到 : 


z = vk = vk = kk = (Vk) 
=[% — DG + DY = di - υἱ 
a = — kvk: = k? — 1) 


b=v=n = vk =k] 
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其 中 る >1, 
を DELE RA ⑬ 式 整 理 移 項 得 
w-À-1 
于 是 得 到 Q 式 的 解 为 : 
z = vk = vk = wo ο vk 
= ýk = i -- Dk 
a= vk = GE) = (ἱ 一 DER 
b=v=n = vk? = (8 -- 1) 


基 中 : る っ 1 を 是 任意 正 整数 。 


(9 式 讨论 的 结果 ,实际 和 O 式 相同 [请 阅 本 题 末 后 «1 


BGEvo—wW RA O 式 整理 移 項 得 : 
wb HK = ki 
由 第 六 章 第 一 节 勾 股 定理 ,他 RA: 
v, nk 
于 是 得 到 O 式 的 解 为 : 
x = vk = v= (2mn) Gn? — nè) 
| = nk, = mnim 十 v) 
b =v = οἱ = (πια) 
大 中 の の 一 1 24m bn m>n 
(二 ) δν 代入 ⑲ 式 整 理 移 項 得 : 
οἱ --αἳ -- 
由 第 七 章 第 四 节 公式 ,@ 式 有 
ャ ーー の の 
a = (εἳ + ἆἲ) (οἳ — d!) 
i = 2ed (t — d’) 
a, = (cd! + (οἳ + d'y 
f = (2ed) + の ) 
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于 是 得 到 Θ) 式 的 解 为 : 
z= vk = (è -- dk 
αἱ = (οἳ + PNE — の ) 
4 = (2ed)? + (et + dD 
boy (dy 
h = 3cd(c — d?) 
其 中 c>dk= n = 2d) G^ + の ) 
如果 取 ぁ 时 , 则 同时 取 αι 
如 果 取 心 时 , 则 同时 取 az 
LB e -- ὑ(3αϊ 十 δὲ) 
δα τν RA ORP: 
τὴ = b(3a + B) 
⑳ 式 中 , 因 6 ご 3a? 十 め , 同 一 的 道理 ,⑳ 式 中 有 : 
b = vv bx vk,ok, 
(一 ) 若 ゥ = ニャ 代入 ⑳ 式 整 理 移 項 得 : 
3d = o — v) 


EOAR AY 3 是 素数 , 故 有 两 种 情况 , 即 ; 


WR 31v, Sl v = 3m 
WR 3| G7 — ο), B — v — 3n 
AE v — 3m RA D 式 整理 移 項 得 : 
の = (だ 一 3m) 

同样 方法 , 设 2 = wh 代入 四 式 得 : 
vili = mO! — 3m) 
m 是 如 的 一 个 因数 , 故 有 : 
m 一 の の の っ の っ の 大 
1. 车 mw = v RA O 式 整 理 移 項 得 。 
E = uvi t 8) 

εσυ, RA 8 XGS. 
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vill ow 3) & 
οι vi! 的 一 个 因数 , 故 有 ， 
本 
G) E v, — o 代入 ⑳ 式 整 理 移 項 得 - 
oki -- 3 4-8 68 
于 是 得 到 ⑲ 式 的 解 为 : 
z = vk = Sm = ϑυγορᾶι = 3ojk 


b = v = 3m = 3v, = 30 


其 中 ぉ >3 
dO 式 造 表 加 下 ( 表 1) 

m 41 s jef 7 [8] 9 joj n 
ο 1928] 7 |39|52| 14 | ez 1 se i 21 [102 124] 31 ] = 


DENVER! rji[z(ri[ii2jir]r|z]i[i[|?]|e 
v 


G)dXPv—w 代入 ⑳ 式 整理 移 項 得 : 

B—H- 8 
BH RO), -- ἐν) 一 3 

…3 ERRA k +h >k k 

TS khtkh=3k k=l 

HAMARE” (885 — 2h -- 1 
于 是 得 到 

f = nh = 4k = v 


b= v= m= 30 = 3u 


但 7 30 2 vi f8 $1 b 2 a RME R >b REFE AANER 
是 图 式 的 解 ,从 而 不 是 ① 式 即 原 式 的 解 。 
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O iv = を 代入 09 式 整 理 移 項 得 : 
v = KE B 
于 是 得 到 O 式 的 解 为 
lz = vk = 3mvk, = ϑυγυρὰ; = 30k = 308 + 3)? 
a= vk, = vi 和 = ki ki + 8) 
[b = v = 3m = 3v, = 30k = 305 + 8) 
其 中 を > 3， 
(9) 讨论 的 结果 已 为 (e) 的 讨论 所 包含 。 
(4) 88 v, = v E RA 因 式 整理 移 项 得 : 
u= -- ἃ B 
于 是 得 到 O 式 的 解 为 : 
z= vk 8m = 3u (ki + 305 = 3o (6 -- 8) 
= SOL 8)3 
a = vik, v, = kik R? + 3) 
b — v = 3m = 3v, = 3v, = 34k? + 8) 
其 中 心 > 3k 是 任意 正 整数 。 
(D 讨论 的 结果 也 已 为 (ec)》 的 讨论 所 包含 。 
2. X7 m—wW 代入 必 式 整理 移 項 得 : 


EO— Hom βοἳ ® 
干 是 得 到 O 式 的 解 为 ， 
z= vk = 3vik 
a = vki 


b=v= $m = 3} 
中 た > 30v kk 的 值 可 从 下 列表 2 选择 。 
EORR Eo — 1,2,3,… 代入 计算 并 用 “和 差 数 法 ”计算 ， 
即 ， 
οι ΝΑ ORE: 
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QHR k) =3=3X1 
可 得 ;X= 二 2, —1 
žu = 2 BELLA DAR: 
G--EXR—R)-—12—6x2 
可 得 :k 一 4。 h-2 
Xv = 3 時 代入 9 式 得 : 
GE k) — 27-27 X1-9X3 
[Ek = 14,6 — h — 18,3 
当 = 一 4 时 ,…( 略 ) 如 表 2 


aj 


n ilz 3 4 5 6 
k 2|4|14|5613]8 [7 138] 14 | 10 | 28 | iz 
ΕΕ ΓΕ 


ΧΕ» 3 40254 
3. Æ οι = vk 
而 a = vik 
b = v = 3m = 3v 
Veyh < 3o sa <b AMER a 2 6 RUE TR. 
4. E m= vk 
H a= vik 
= v = 3m = 3o 
Vouk < 30 如 Cab, EGRalbAGTE 
BR — v= 3n 代入 ⑳ 式 整 理 移 項 得 : 
v4 —nP—3m) 这 和 国 式 的 讨论 相同 ,( 略 )。 
( 二 ) 若 5 ニダ 代入 ⑳ 式 整 理 移 項 得 
βαὶ -- ἐὲ-- υἱ 
ΒΕ 3a? = (k + vw) Ck — v 
EOAR In 54 t E 3m — Ep οἱ 
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WME 31 -- vi 3a = bv 
AE 3m = k ἠ- vB v -- 3m RARA DRR: 


a! = (2 を 一 8m) 8 
ia = nh 代入 Ox. 
vili = mQOR 一 3m) E 


m 是 vu! 可 的 一 个 因数 
WA m = v vt ws oki 
1. Ëm = vu fA 式 整 理 移 項 得 : 
DICERE 8 
ERP {5} 20 ME 26 — v 
如 果 2| 总 十 3, 则 令 24 — ki t 3. 
(a) 车 二 2c 代入 式 整 理 移 項 得 : 
天 一 <c( 姑 十 3) 9 
而 a 二 wh = 2ch 
b= v? = 3m — k = 30 一 大 一 3(2c) 一 を 
= 6c — k = 6 — c(K + 3) 一 c(3 一 各) 
由 于 (3 一 ἐξ) > 0,0888 & — 1 
A k = 1 EA a A b ER: 


a = 2ck, = ἃς 

b = c(3 — ki) = ἃς 

这 和 要求 a > 发 生 了 矛盾 

Q) E24 — E G8 D & — V24 一 3 代入 式 整 理 得 ; 
wd = ⑳ 


耐 e ニ も テロ δα 3 
b= o = 3m — k = 3n — k= — wd=u(3— d) 
EFG- d)205Z2d 3» 0,8 AUR E — id 一 2 
以 g=2 RALE ab BR): 
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acu Vid -- ὃ =n 
h—uwG—-d -- οι 


Αλεκα» 5 发 生 巴 秆 。 
2. 若 三代 人 δ) 式 整理 移 項 得 。 
βυΐ -- 21 k 99 
3e -- ἅ 
k- 
"i PEZ 
1 3 
于 是 得 到 
[z = vk 
4a = nk 
lo = o? = 3m — k = 3 — k 


g 
η H, kski 
> 
b= o = got — k= get — AEA L Sei -- Ἡ 
5 2 


3v -- ἐξ 


而 ντε 

EP ου = βυἳ-- k W) 

DESEE o ΤΠ ἐν AAE PAREM k >n RRR 
dE f o, -- ko WH BREE E -- 28 RAO m R— IRLA 
οι = AAA a — nk = Αν ATIRE a = b MER a >b RE 
FE i νι A uH k <v E ἐὶ A οι RR E o -- ἂν + 2ε[ε 
是正 整数 』, 以 ニム 十 2c 代入 人 式 整理 得 到 

k = 2b 十 6ck 十 6c 

B υι = k + 2e RA a= uh = ES + 20 — E }- δεξι 

DA k = 2k θεὲι + 6c RRA b — k — 整理 得 

b= ki + θεᾶι + 6c XE I9] > a MER a 3» ὁ ΕΠ 
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JE Β1 ἐν A οι H ἐν Cv LORS D οι 
EW) 中 ,由 于 2|m + k MR 7 σι» 
故 可 设 石 一 十 2c 并 代入 (W) 式 整理 移 项 得 : 
vi -- δεζοι -- e) — v — ϐ 
B] vi — 2ev, — (2c! - v2 —0 
代入 求 根 公式 整理 得 ; 
w—cck Vac + 
PERI t 移 項 得 : 
8c ーー ダテ G 十 の 6 一 の 
当 c デ 1 時 過 有 3 ニ す の ぴー の 
H MERE” 可 得 :s 二 2.pー1 


< 一 2 时 可 得 :s = 4,v 一 
= 14, -- 13 
“时 ΠΒ, == 
s = 13,v = 11 
< 二 4 时 可 得 :4s" — 8,0 —4 


< 一 5 时 可 
DE LAO OR 
造 表 如 下 ( 表 3) 
m Li 1 2 3 ΠΝ 5 
so qi slisisln 1 ΚΕΠ ΝΗῚ 
Ea slslls| | m |a | 4 i 19 
ho [s Tzs[is! 25 ; 20 | 19 ! δῦ 」29 
sitt 2 234| 746 | 416 | 362 4178 | 962 
1 - - 
ΕΙΝ 155] 425 | 240 | 209 | 2279: 551 | 376 
EE 1|[4j iia | ! 1369| 121 | 25 | 
z= wt | 26 2089074 705] 8206 | 1664 | 362 [5468410582 3250. 
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3. 车 加 二 mh 代入 O 式 整理 移 項 得 
2s = k 
而 a = vk, 
b— ov = 3m — k = de 一 2u& = v 
得 到 = — b — v AMER a7 6 REFE. 
4. Æ m = nki RA ⑳ ΑΣΕΠ. 
(1 + ED = 2k 
在 ἢ 式 中 , 加 果 2o HS v, = 2c 
如果 241 十 3 时 , 则 令 1 + 3k = 2d 
(4) 以 ち 2c 代 入 O 式 整理 移 項 得 。 
ε(1 -- 38) 一 大 


_ τε 

mas 3c 
k 

而 “= LO 


b = v = 3m — k = Bok — k = 85 


gf im A o LAR = Ae 


于 是 a 二 vo 


b = 3e, — k = 3v, — 4c = 3v, — 2v, — v, 


得 到 4 — b = vi, 这 和 要 求 a > 6 发 生 矛 盾 。 


&—c 
3c 


) 一 を 


k—c 
HW x 一 2, 得 到 二 13c 


FE a= vk = 2m -- 4c 
b = vi = dm — k = Sui — 13c = 3v (22) 一 13c 
= 24c 一 13c = 11c RM a >b REFE 


mjs E = 3。 得 到 ょ = 28c 


182 


dba 3o = 6c 
b = δυμή — k = 35 (3) -- 28c = 27υι — 28c 
= 54c 一 28c = 26c 这 也 和 要 求 a 2 ὁ IE AERE 


k—c 
mot m aem 


BANH h m /和 < 之 1 时 ,代入 a.b 得 到 的 都 是 5 之 4 而 


f3bRalb5 ATE. 
0) 以 1 十 3 如 二 24 Αλ 0 ἈΠΕ. 


k 
vd = kn = T 
kk, 
Ti a= vuh =F 
z 
b= = 3m — k= oki ko E, 
=G- 3 
这 时 ,由 于 要 求 > > 0, 于 是 得 到 
kk k 
acb—7y—.8—-4)70 
— gg 
m MEDEDL gba 28» 0,X 12-38 一 24 881 d 


-LEH RA d- 282 03848811 >o i 01 
DR ἐν ΠΕΕΑ ΕΣ, 

B 3n = k — v B và = k — 3n RA O XB. 

a = n(2k — 3n) 6 

O RA Q RAR i B HEER A ri HR. OO 

总 结 以 上 讨论 ,得 知 本 题解 的 表示 式 有 二 ,而 第 一 趟 的 z.a.6 
ο οσο nab 
TE DD, EX HH ID HEU τος 
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1 Ὁ 讨 论 的 结果 中 ,如 果 取 扎 — 2, 可 得 到 
[z = εξ -- 2X5 = 8 
a= (ki — 20-10-86 
c-H-2-2 
将 它们 分 别 代入 原 题解 第 一 表示 式 得 到 
了 ニー ジー32 
z= ala — b) = 192 
» = bla — b) = 64> = 8 
我 们 知道 , 原 式 中 z+,y,z HR KRAE (23,4) — 12.0 
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第 六 章 第 二 节 引 理 AY DE MT = 7ER z 值 , 即 训 一 3, 以 MY 


ο ο ο 一 去除 < 值 , 即 驴 一 1, 于 是 得 
到 原 式 的 最 小 解 有 。 


r=3 
»-2 
z=] 


マー 3M" 
因此 l 二 2M* 【其 中 到 是 任意 整数 
z= M’ 


也 是 原 式 一 组 解 的 表示 式 ,但 它 是 由 史 式 讨论 结果 的 表示 式 导出 
来 的 , 同 理 , 原 式 也 可 以 由 O 0020S 用 同 梓 方 法 号 出 紫 
类 解 的 表示 式 。 
在 以上 09.69.69 三 个 式 讨论 结果 的 表示 式 中 ,如 果 M |z, 
M* Ja M° |b REIR κ’ ,a ,仍然 是 解 的 表示 式 中 的 zab 之 值 。 
同 理 


za 
E 三 aM: 【其 中 好 是 任意 整数 】 
ls = wi 
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也 是 第 二 式 解 的 表示 式 。 例 如 在 表 3 中 第 4 行 , 当 c= 一 3 一 3 时 ， 
H z = 702,4 = 135,0 二 9, 现 以 M' = 3,M? 二 3: 分 别 去 除 z,a， 
上 得 到 的 刚好 等 于 第 1 行 的 z,a,5 之 值 。 

本 题 以 上 的 解 的 表示 式 正 如 第 七 章 第 四 节 最 后 段 ,所 说 的 , 它 
们 只 是 题解 的 一 部 份 的 表示 式 ,而 不 是 一 切 解 的 表示 式 .例如 有 一 
组 解 :y= 6 一 29,z 一 5, 用 以 上 解 的 表示 式 是 不 能 给 出 的 ,分 析 
如 下 : 

将 第 一 式 解 的 讨论 结果 中 ,加 RP az= GP 一 25. 
以 上 的 引 理 将 = 一 5 改 为 = 一 5M', 并 套 入 z — (好 — 2)k, 得 到 

(8 一 2)5, = 5M? GA) 

TECAO RPR ἐξ — 2 58 5 BOE LB εἰ --2-- 5A $6 
换 为 同 余 式 得 : 

H = 2mod5) = (3) ニー 1, 故 由 勒 让 得 符号 得 知 同 余 式 无 
解 。 

因此 ,只 有 取 轧 等 于 5 的 倍数 , 即 扎 = 5n, 代 入 (入) 式 整理 
得 : 

(62513 — 1007? + 4)n = Μ' 

由 上 式 易 知 M 有 因数 x, 令 M = nM,, 代 入 整理 得 :625nt 一 
100 + 4 = »! Mi 


BRERA: (E = Mi + 100 一 625m 


WO 二 是 整数 ,得 到 " 值 要 么 是 1 ,要么 是 2。 
Μπ 一 1 时 , 即 4= Mi 十 100 一 625 
即 529 Mi, V535 PERM. 
当 n 二 2 时 , 即 1- ΜΙ + 100 — 2500 
即 2401 = Mi， 32401 不 是 整数 。 
又 将 ⑲⑭ OE OD: ` 
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z= + Dk EEI: 

αἱ + 2, = SM? ω 

MENEE =- 2=3mods) = (Š) = È) 一 一 1 无 
解 


HR, = 5n 代入 (a) REMI.: 
(62511 + 1001 + 4)n = Μ', 5 M — nM, 代入 整理 得 : 
(Ë> = M} — 625r? — 100 
Á n= l ΟΛΘ Μι-9 
[ZA n= 2 时 无 解 】〗 Ὁ. &—5M-9 
即 ,。 z— (k + 2k, = 5Μ' 
a= (k + Dk = + 22 0E + D = 27 X 26 = 702, 
b-k +i =k +2 = 2 
将 sa. 代入 本 题解 第 一 表示 式 得 到 
yat P = 702 — 273 = 492075 
x= α(α΄ b) = 702 X 482075 = 346036650 
以 M* = 9' = 6561 去 除 > 得 到 > = 75. 
91 M* = 9* — 531441 ÆR σ 148) r = 650, 
以 M 一 于 二 729 去 除 z 得 到 z* 一 5 
得 到 原 题 一 组 解 为 ;y — Ίδια — 650.2 = 5, 
用 同样 方法 将 OOB 式 讨论 结果 的 表示 式 也 不 能 给 出 上 面 
所 说 的 那 一 组 解 .[ 指 y= 6,x = 29.2 = 5, 下 同 】。 
现 再 将 第 二 式 的 如 讨论 结果 中 的 z — 3/6 来 讨论 , 因 表 1 的 
v E 都 不 含 因数 5, 故 知 不 可 能 给 出 那 一 组 解 。 
HOARE RPA z= 3z 炙 通过 表 2 得 到 z 一 3vik = 3 X 
5* X 38, 并 由 以 上 引 理 套 入 得 到 z= 5M! = 3 X 5? X 389 M* 一 
3X5X 38,B] V3 x 5 x 38 不 是 整数 。 
将 图 式 讨论 结果 中 的 表 3 得 到 ; 
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z = 3250=z = 5M* = 32502» M* 一 650, 因 V650 不 是 整数 。 
故 以 上 讨论 的 解 的 表示 式 都 不 能 给 出 那 一 组 解 。 
可 用 第 六 章 第 二 节 的 方法 , 求 出 本 题 一 切 解 : 
ビー (ah) 
(テー の) 


Ep 
y= vuk rt l =a, ーー 


a — b 2z,4— 22 t5, 


整理 得 到 ， 
ュー が 
2 
ジニ Gp E OK 
ΒΦ m vovv > 
代入 (※) 式 ,整理 可 得 ; 
L or= vEt D al ED 
2 r= Ea, gs 
O e+e Opor f 
3 r=, ダー T 
b 
a ro ROTID p _ CES o 
. Uo 5 
S κα G+ D ga vidc) 
- κ {σὴ αμ 
e s= PEREI, gat 
DIXI p kM ο 以 満足 @) 式 的 整数 解 。 例 如 ,在 (2) 式 的 
最 后 一 式 , 当 取 A&= 9,v 二 1 时 ,就 可 得 到 x 二 45,z 一 6,y 一 9, 至 
于 上 面 所 指 那 一 组 解 ,经 计算 后 ,可 知 在 (2) 式 中 的 第 2 式 , 取 天 一 


3,v = 2 時, 就 可 得 到 , 即 テー 29.2 5,9 = 6, 
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注 ; 这 z= 29,z 一 5,y = 6, 也 可 由 第 十 三 章 的 引 理 , 以 “一 
29,5 = 5 代入 解 的 表示 式 ( 见 第 十 三 章 例 七 的 原 解 的 表示 式 ) ,再 
BIB 4) DEM = 22 x 3? 去 运算 就 得 到 ,请 读者 试 演 之 。 


第 十 三 章 


1. 解 
1) 由 原 式 有 {15,6) = 30 
由 十 三 章 引 理 和 原 式 可 得 到 
30ο -- 1 -- THE 
故 (1) RAR 
D 将 原 式 改 形 写成 : 
y att 
上 式 有 (14,12) 一 84 
由 十 三 章 引 理 和 原 式 可 得 到 
84v + 1 = 5c 有 解 
故 (2) RAR 
2. 解 原 式 有 (4.6} 王 12 
因 欧 拉 函 数 12) 有 1,5,7。11 共 四 个 ,【 即 为 不 超过 12 而 与 
12 互 素 的 正 整 数 共 有 四 个 了 
MORGRd 24 n= 1,5, 7,11 20412) 时 , 原 式 必 有 解 . 即 ， 
(a) amitu 二 yt t x 其 中 4 也 是 正 整 数 ,利用 第 十 三 章 解 
的 表示 式 , 可 得 到 (a) 式 的 解 为 : 
z= + が 
y= alat d ymo 
z= blat 十 yt πα 
(6) 在 (a) 式 中 . 取 4q — 2588s — 1+ 12 = 25, HA a) 的 
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方法 得 到 xs ニッ エタ 式 的 解放 : 


ατα δ 


y — a(at λα. 
z= δία! HE 
HiT2 5x5 
BO BUS αἳ — y! 土 gb BAEREN: 


同 理 可 得 


(ο) 


的 方法 得 到 


fr = (αἱ + が 

y= alat + がめ! 

z= bla x 5t 

uam o y c S RR 
z= (αἱ rd 


y= alat + の 


z= blat 士 py 


dE GO RPR qg S 4 £8 n — 1-129 — 49 用 同 (2)、(5) 


LEER IM 


(d) 


z= la 土 が 7 
y — alat xc ry n 
z= blat x bHan 


XE Ca) RPR = 10188) = 1 +12 = 121, AR (α). 


《5) 的 方法 得 到 
一 yt Εαν ΗΕ. 


x= (a xd 


- alat 4 pymes 


(ὁ 


z= blat + が) 
Ñ n= 2 it, Bp x? — yt 十 xz* 有 解 ,【 请 阅 本 章 例 四 ] 
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(5) Ἆπ- 38, ΠΒ αὶ--γί- ε' ΒΕ, ΒΗ, 
rc—1.8M*', y —9M', z= 3M TRER] 
Hn RA α'-- yx: 一 z* 有 解 ,解法 如 下 ;: 
将 方程 改写 成 : 
EC 
由 第 八 章 第 一 节 公 式 和 上 式 , 有 : 
ター ダナ が 
15 = ala 十 が ) 
z = bla + b) 
由 第 六 章 第 二 节 t 引 理 4) UM ER S HA Μ' ER UR 
入 的 值 , 这 时 由 于 出 现 
2 -- a + PM: 
式 而 与 本 章 例 三 的 情况 相同 , 故 只 能 仿 例 三 的 解法 取 a — 2,5 — 1 
代入 以上 解 的 表示 式 , 井 整理 得 到 : 
ντα) +b -- 3 
f = ala + b) = 2 X 83 
ダー の 十 が ) 一 3: 
先 在 デ =2X3? x MM* 式 中 用 配 方 方 法 求 出 Μ 值 , 即 
α) =2X F X (2X3 = 2x3 
得 到 MoZx3, αΞ 2 χα 
再 在 e 3a κ 3 = a2 x 3: 
得 到 > 一 2 X33 
y=3X(22 X 3) = 2X 3 
同上 道理 可 得 到 一 组 解 为 : 
z= 2 XxX 7M 
|， = 2 ΧΜ’ 
z= 2 X 3M" M 是 任意 整数 
QU 当 n==10 时 , 即 αὐ-- γ' ἡ αἳ 
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改写 成 (TO) = yt 
由 本 章 -- 的 公式 和 上 式 有 ， 
(4,6) — W — 12 
12v + 1 一 δε 得 到 "一 2,c 一 5 
a = (αἱ + δἲγ᾽ 
i = alat + b°) 
z= 6 の + bY 
H α’ = (at 6 式 中 
8 αἲ -- αἱ -- 68 
WA: -- α’, 185} α -- αἲ 
现 先 解 risa th 
上 式 即 第 十 三 章 例 四 , 故 得 到 它 的 解 的 表示 式 为 ， 
αὶ = Qa) (αἱ — bat 一 MS 
© 3a (Gab) (at 一 HMI 
15 = 2ab Cai — bi) MT 
从 而 得 到 xz? = γ' 十 z' 的 解 的 表示 式 为 : 


a = αἵΜ 
[o] 5 = alat + MP 
z= blat 十 Y MP 
UEO RH ab EN NOE DOLI ab 和 Μις Μι 都 
是 零 以 外 的 整数 ,而 a M 
(kh) ”由 第 九 章 引 理 得 知 ,n = 4,8 时 ,方程 无 解 ,由 第 十 二 章 
讨论 得 知 ,x = 6 时 ,方程 无 解 ,由 上 得 知 ,【 本 题 】 
当 0452 1,2,3,5,7,9,10, 11 020212) 时 ,方程 有 解 ， 
当 n=4,6,80nod12) 时 ,方程 无 解 。 
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第 十 四 章 ”方形 图 每 行 数字 之 
和 都 相等 的 填 数 法 


将 不 同 的 数字 ( 指 零 以 外 的 正 整数 ) 填 人 一 个 多 方 格 的 方形 
图 【以 下 均 称 方形 图 】 变 求 它 的 直行 、 横 行 、 斜 角 行 ,每 行 的 数字 之 
和 都 相等 ,那么 ,这 些 数字 应 该 怎样 选 取 呢 ?已 知 方形 图 的 小 方 格 
数 , 要么 是 奇 平方 数 ,要 么 是 偶 平 方 数 。 现 在 ,就 以 这 奇数 .偶数 两 
方面 分 别 来 讨论 。 

设 m 是 方形 图 的 小 方 格 数 ,并 且 m 是 奇数 ,现在 我 们 由 简 到 
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第 一 节 9 格 图 每 行 3 数 之 和 都 相等 的 填 数 法 


Jm = 3 (8E mj 一 9 部 一 个 共有 9 小 格 的 方形 余 , 取 9 个 不 
同 的 数字 填 成 图 41 ,假设 图 41 的 数字 是 符合 要 求 的 。 


πα 


で 
D|E|F 
H 


G|H 
-- 


Β ΑἹ 
设 > 为 图 41 每 行 三 数 之 和 ,已 知 : 
B+E+H=D+E+F= 


A+E+HISCHE+G=y Φ 
将 回 式 销 去 E 后 得 到 :B+ H=D+F=A+I=C+0G 0 
设 2Z=B8B+H=D+F=A+1=C+G ③ 


由 图 41 及 ⑧ 式 容易 得 到 :47 + E= 3y e 
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HOO ΚΊΒΠΙ.2 + ES νι 8 
3X 图 一 四 得 到 :Z = 2E Θ 
Br GO. RHA: y — 3Ε [ο] 

以 五 为 中 心 . 上 下 【或 左右 .或 斜 角 】 二 数 , 因 这 二 数 之 和 等 于 
2 匹 , 得 到 这 二 数 必然 分 别 是 :大 教 大 于 巨 ,小 数 小 于 E, 

因为 大 数 十 小 数 二 2E 

设 大 数 一 小数 = 婦 

得 到 大 数 一 巨 十 + 

小数 SE-t t 是 小 于 五 的 整数 。 
又 因为 除了 中 心 格外 ,周转 还 有 8 个 数字 , 故 可 令 
t= 1,2,3,4, 

在 上 = 1,2,3,4 ηϑάημ, EARR 0 058 ΗΒ 
字 之 和 相等 [ 令 一 组 全 部 是 正 数 , 另 一 组 全 部 是 负数 ,以 便 抵 销 】， 
这 三 数 选 为 上 横行 的 数字 。 

选 得 1 十 2 二 3( 一 组 【也 可 1 十 3= 4] 

3 (二 组 并 也 可 41 

剩 下 的 4, 填 在 左 直 行 的 中 间 格 ,至 于 上 横行 应 选 包 二 数 填 在 
角 格 呢 ?可 在 一 .二 组 中 各 选 一 数 ,但 这 二 数 之 和 [或 在 同一 组 中 选 
二 数 之 差 ] 要 等 于 4, 为 什么 呢 ? 因 为 ;如 图 A2[ 上 横行 二 角 了 这 
“十 二 与 "一 3” 在 上 横行 是 一 正 一 负 , 但 在 左 直行 则 同 是 正 , 即 
“十 1 与 “十 3”, 所 以 左 直行 中 间 数 ,就 要 等 于 这 二 数 之 和 ,但 取 相 
反 符号 , 即 “ 一 4”, 这 样 才能 抵 销 ,使 每 行 仍 等 于 3E, 由 于 左 直行 中 
间 的 数字 是 : 值 中 仅 剩 下 的 “4”, 所 以 要 以 “4” 去 决定 上 横行 丙 角 
数字 的 选取 。 同 理 ,如 果 上 横行 选 : 

1 十 3=4 (一 组 ) 
4 (二 组 ) 

这 时 四 个 上 数 中 仅 剩 “2” 填 在 左 直行 中 间 ,这 就 决定 ,上 横行 

两 角 数字 的 选取 是 同 组 的 二 数 , 而 这 二 数 之 差 等 于 2, 即 * 十 1" 5 
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“十 3”, 这 2 应 为 “十 27。 
因为 图 的 9 个 数字 都 是 零 以 外 的 正 整数 , 故 瑟 的 选 值 是 :下 > 
4, 如 取 瑟 一 5, 可 填 成 图 43。 


E + lE + 2E- 3 


E~ 4| E [E+A 


E -- 3]E — 2E — 1 
图 A2 

图 A2 ΒΗ 9 个 连续 数 【也 含 9 个 等 差 列 数 ,但 上 要 乘 公差 数 】 
的 依据 ,如 果 不 拘 于 连续 数 , 那 就 更 容易 了 ,随便 举 一 例 ,并 依 序 填 
图 , 先 图 44, E] 45,【[ 图 44 上 横行 三 个 : 数 ,必须 是 二 奇 一 侦 , 否 
则 ,不 能 取 正 负 符 号 抵 销 ] 图 45 ΜΗ ΕΣ 6, 如 取 玉 二 10, 可 填 成 
图 46。 


E+sle— e|E - 1 E -- S|E — e|E 4- 1 15 4 n 

E E-4| E |E- 4 6 10 14 

E — 1E 4 8|E — 5, |E — 1|E + 6E — 5] 9 16 5 
图 A4 图 45 图 46 


第 二 节 25 格 图 每 行 5 数 之 和 都 相等 的 填 数 法 


Jom — 5,488] m* = 25, 即 填 一 个 25 格 的 方形 图 ,可 在 填 9 格 
图 的 基础 上 ,再 填 外 层 的 16 格 ,已 知 内 9 格 ,每 行 三 数 之 和 相等 ， 
所 以 每 行 增加 的 二 数 之 和 也 必 相等 ,这 时 所 增加 的 16 数 ,可 分 为 8 
IRAE ΞΕ δν 556, 7, 8, 159. 510, li, 4512 
fX 8 对 称 数 。 

仿 本 章 第 一 节 方法 ,在 以 上 8 数 中 ,先进 5 数 , 分 为 二 组 ,每 组 
数字 之 和 相等 [这 5 数 中 , 必 有 二 个 或 四 个 奇数 】 做 为 上 横行 5 个 
数 字 。 
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E: 5 一 9 十 8=22 (一 组 ) 
10-12-22 (二 组 ) 
剩 下 三 数 , 也 分 为 二 组 , 读 在 左 直行 中 间 三 格 ， 
选 得 ， 6 十 ?= 13 (一 组 ) 
no Cm 
因 13 = 2, 在 上 横行 二 组 中 ,看 哪 一 组 中 有 二 数 之 差 等 
于 2, 就 选 这 二 数 十 在 第 格 ,因此 , 选 第 二 组 中 的 10 与 12 填 在 角 


格 , 就 可 填 成 图 47, 中 间 9 格 数字 取 图 42, 这 时 应 取 互 > 12, 如 取 
E= 15, 可 填 成 图 48。 
E+12 E—s|E-s 五 一 8 | 五 十 10 3? } 10 $ ? 25 
E+ j E11| 28 m 17 | 12 4 
五 一 了 Ε ΕΤ m TEM 19 | 22 
E—5$5 T Ε 6 |a | 18 15) 14 | 21 
E10| ες Ecs|E-8|E—12 ERE 24 | 23 3] 
图 47 图 48 
归纳 本 章 第 一 ,第 二 节 
因 PEE CA) 
又 *—» 2Ε B) 
以 (4) 代入 (B) 得 :ys = 5E 
由 此 类 推 可 得 : 
Ym = mE 
XL» X E WEER ΕΣ 4, 得 到 互 > A, 
»RCESHÉBUR E> 12, 得 到 E> デート 、 
由 此 类 推 可 得 ， 
gol Φ 
2 


JUR m? 的 方形 图 ,都 可 念 以 上 方法 填 成 。 
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设 是 方形 图 的 格 数 ,并 且 ” 是 偶数 ,我 们 也 由 简 到 繁 ,循序 
讨论 。 


第 三 节 4 格 園 不 能 填 数 


取 々 = 2.888 = 4: 牧 四 條 数 字 填 入 一 條 共有 四 小 格 的 方 
ΕΙ ΒΑΕ) RE HAT HT T AC ΠΑΕ, 
则 由 图 49 得 到 ， 

adb-cctd—actc-bc-d-—actde—bcle 
将 上 式 整 理 得 到 4 二 4 一。 一 ,由 此 可 知 这 四 个 数字 都 是 相等 的 。 
反 过 来 说 ,四 个 不 同 的 数字 不 符合 填 人 四 格 方形 图 的 要 求 。 


第 四 节 ”16 格 图 每 行 4 数 之 和 都 相等 的 填 数 法 


Jn = 4 (838 — 16, 即 讨论 16 小 格 方形 图 的 填 法 。 

设 图 410 是 符合 要 求 的 

由 图 416 EA. 
A+TB+C+D=E+F+G+H=I+I+K+L= 
M+N+O0O+P=A+E+I+M=B+F+]J4 N= 


CG+K+0=D+H+L+P Ώ 
A B ο D 
E F σ H 
I J K L 
M N 9ο P 
图 A10 


设 每 行 四 数 之 和 一 νι 
得 到 Sis【 设 为 16 小 格 数字 之 和 】= ἀν, D 
RRITA ΒΗ ΘΗ) (ΝΟ) 
(Α-ΕΗΞ1- M) 十 (Ὁ - Η 1 1- P) = 4y, Ώ 
ΒΘ -ΏΘ.(4 --DC-EMMP-GEFGTJTK)-0 
移 项 得 (4A 十 D+M+P)=(F+G+J+K) [E] 
Ώ 
Θ 
和 


ΒΙ(ΑΚΕΓΚ ΓΡ) (Ὁ 3 ΟΕ +M) = 2y, 
TUA ⑬⑲ 式 看 ,可 知 
(A-DEMEP-GILTGEJITK)—» 
这 就 是 说 ,图 A10 的 中 心 四 数 之 和 ,四 个 角 数 之 和 ,每 行 四 数 之 
都 相等 。 
为 了 容易 计算 起 见 , 将 图 410 中 心 四 数字 , 代 以 ac.d, 因 这 
四 数 之 和 等 于 每 行 四 数 之 和 ,可 做 :从 每 行 数字 看 ,都 有 abed, 
如 图 412。 


E 再 填 bildlela 
παα ( 即 从 每 行 看 都 有 | “| “| 2| < 
cjd abcd) 


图 411 图 412 

从 图 A412 看 ,四 周 相 对 称 的 数 有 6 对 , 即 从 斜 角 行 看 ,有 a 对 df 

与 8 对 c, 从 直行 看 ,有 对 6 与 < 对 a, 从 机 行 看 ,有 c 对 d 与 4 对 
5, 这 相对 的 二 数 ,分 别 用 同一 数 予 加 减 , 即 一 个 是 加 而 另 一 个 是 
减 , 便 如 斜 角 4 对 d, 则 用 a 十 1 与 4 一 1, 但 下 次 就 不 能 重复 用 a 十 
1 或 4 一 1, 如 直行 c< 对 a 时 ,就 不 能 用 a 十 1 对 c 一 1; 先 从 上 横行 
四 数 十 起 ,同时 也 填 下 横行 四 数 ,这 四 数 [ 这 里 均 指 a.6.c.d 所 附 
于 加 减 的 整数 】, 凡 是 奇数 字 , 必 有 取 双 个 才能 抵 销 ,使 每 行 之 和 仍 等 
Ta6.c.d 之 和 ,如 果 全 部 是 奇数 字 或 全 部 是 偶数 字 , 则 不 能 取 同 
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一 数 ,否则 也 会 重复 .为 了 容易 选取 与 避免 重复 起 见 , 可 以 按 以 下 


[514 c a | 同时 写 :a 
cja δ d b 
a el ΜΝ < 
dob a c d 
Bl A13 
ὅσα 4 | .|a+i| 写 :a 二 1 
< |als|a 5.—] 
a < | | è ecl 
a-il ὁ a [eri d, 一 1 
图 414 
$—1|42]e—2|a- 1| 59:2. +1, +2 
ε] «| ὁ] 4 ムー1、 一 2 
a < | | ὁ ce キ 1、 一 2 
M-15-2|a-2|e1 ad、 一 1 十 2 
图 415 


这 时 ,从 图 415 和 右边 写 的 ec、g 各 行 看 ,如 果 我 们 要 求 各 
行 次 成 连续 数 ,显然 在 a 行 中 ,只 能 再 写 " 十 3”, 从 图 A15 直行 看 ， 
既 取 a 十 3, 就 只 能 取 c 一 1, 这 左 交行 才能 抵 销 使 四 数 之 和 仍 等 于 
&.b.c\d 之 和 ,为 什么 在 a 行 中 不 能 到 “一 1” 呢 ?因为 如 果 取 a 一 1， 
就 要 取 c 十 3, 但 这 < 十 3 在 c 行 中 就 不 能 凌 成 连续 数 了 。 


6—1lat2le—2jat+i| S: 01.02.03 

ει] a | b idi 5,—1,—2,—3 

a+3| c | d |δ-3 cQR1.—2,—10 

d— ije- 2ja+2je+1 d, -1. +2, +1 
图 416 
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AE 416 右边 的 a. h.c d 各 行 看 ,它们 各 自 同行 的 数 已 咕 成 
连续 数 了 E 注 ;a 行 的 十 1,; 即 a 二 1; 十 2 即 4 十 2; 十 3, 妇 4a 十 3， 
其 余 也 如 此 .] 

如 果 要 求 图 由 这 16 数 ,是 由 1 至 16 的 连续 数 , 则 通过 计算 可 
得 ; 

a=]. acli-2., a+2=3, ar3=4, 

b=8. b—1-T. b—2—6, 5ー3 ニ 5 

c=], c+1l+12, c—2=9, c—1- 10, 

d=14, ダー トー13。 d+2=16, d 1-15, 

如 果 这 16 数 , 不 限于 连续 数 ,那么 选取 a.b.e,d 所 加減 的 整 
数 ,就 比较 容易 了 ,再 举 一 例 ， 


bl a T e [ae] [e- sp ieei|a- o] [ο-οἷειήε-ει[α--ε 
b| a ea fsa | af s la-s 
a |o a a |» | Joza] e | a fora 
ij ゴーー ゴ 
ακομα ώσ σσ 

E 417 图 A18 图 A19 


由 图 A19 Eidi;a.a — Ίνα -- 4.a— 6 
bb + 4,6 — 5,6 — 10 
cc 十 1],c 十 3c 十 5 
dd 一 3d 十 6d 十 10 
由 a 行 先 到 最 小 值 ,然后 顺序 取 完 4 值 ,经 计算 得 到 ; 
4—7 a—1=6 a~4=3 “一 6=1 
由 4 行 , 取 2 的 最 小 值 ,但 4 行 各 数值 不 得 与 “ 行 的 各 数值 重复 ,经 
计算 得 : 
b=14 b+4=18 ὁ- 5-9 6~10=4 
由 c 行 , 取 c 的 最 小 值 ,但 c 行 各 数值 ,不 得 与 4,5 行 的 各 数值 重复 ， 
经 计算 得 ， 
c=10 cicli c+3=13 c 5218 
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由 2 行 , 取 4 的 最 小 值 ,但 4 行 各 数值 不 得 与 a.5、e 行 的 各 数值 如 
复 , 经 计算 得 : 

. 4-19 d—3216 9 十 6 一 25 d+10=29 
【也 可 以 先 由 2 行 , 取 #8 的 最 小 值 , 然 后 再 递 次 取 其 余 三 个 代数 的 最 
小 值 , 余 类 推 

由 以 上 可 填 成 图 420。 每 行 4 数 之 和 = 50 


B 


图 A20 
填 图 常用 的 一 些 公式 的 讨论 
我 们 用 等 差 数 列 公式 求 得 : 


δω αι Tone 四 
又 用 通 项 公式 
au = d + 15d ο 


EZP. Se 是 16 个 等 差 列 数 之 和 ,ai 是 16 个 等 差 列 数 中 最 小 
Eros 是 最 大 数 ,d 是 公差 数 


E Sm 一 4x 831, — δ 8 
D ORA 号 整理 得 ,y = 2, 十 aa 8 


如 果 取 y, 的 最 小 [ 正 整数 】 值 , 则 αὶ = Ίναις = 4” 1831 
Ye = 34; 如 果 取 yx 52 34 时 ,显然 可 写成 : 


n -- 2{1 ἠ- 43) Π- ἆ ⑳ 
EB—0d,23.6 
由 于 我 们 已 取得 了 由 1 至 16 的 连续 数 的 填 数 依据 ,那么 凡 取 
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y > 34 的 一 切 整数 ,都 可 通过 计算 并 依 图 A16 去 填 成 , 举 俩 如 下 ; 

要 求 填 一 个 y = 37 的 方形 图 

因为 4 X (7 — 34) 一 12, 这 就 是 说 ,要 求 填 一 个 图 ,其 16 数 
之 和 比 1 至 16 连续 数 之 和 多 12, 显 然 只 要 将 较 大 的 12 个 连续 数 ， 
每 个 增加 1 就 成 了 ,因此 很 容易 得 到 这 16 个 数字 是 1 至 4 与 6 至 
17 的 连续 数 ,这 时 只 须 把 上 便 的 5.c.a 值 各 增加 1, TREE 6 
至 17 的 连续 数 了 ,然后 比照 图 416 KARE y = 37 的 方形 图 了 。 
BU XT S ΑΝ νι 大 于 34 的 方形 图 ,都 可 按 这 方法 通过 计算 去 填 。 


第 五 节 36 格 图 每 行 6 数 之 和 都 相等 的 填 数 法 


B n= 6,185] i^ — 36, 即 讨论 36 格 方形 图 的 填 法 。 

设 这 个 36 格 方形 图 ,每 行 6 数 之 和 为 ys, 外 层 行 相对 称 的 二 
数 之 和 为 x【 斜 行 则 相对 的 二 角 格 ] 又 中 间 16 格 ,每 行 四 数 之 和 仍 
为 ;中心 四 格 [ 即 .56.c.d] 数 字 之 和 为 R,【 在 本 章 第 四 节 中 已 得 
AER = y, H ORI HFPA MN ε,ΚΊΒΞ|. 

ye テル すそ 

为 方便 计算 起 见 ,将 36 格 图 的 横行 取代 号 为 甲乙 .再 . 丁 、 

成 .已 ,直行 取代 号 为 子 , 丑 、 实 . 卯 \ 搬 .已 ,如 图 421。 


D oR ἡ ἃ απ 


从 图 421 看 ,( 乙 十 两 十 丁 十 皮 ) 十 ΟΙ - ΒΒ -- 9 5 ΒΕ) -- 6». 
一 4y 一 GEMAR = 2ys & 
δι Ay, 一 OPUS SEO = 2». 

移 项 得 :4y, 一 29. = GAN ARO 

ΧΗ テッ メオ 

将 国 二 边 同 时 科 2 得 到 23e 一 2γι 十 2z 
移 项 ， 22 — 25. 一 νι 

又 因 外 层 四 角 格 之 和 = 2z 

ABA D dy — Ζνε — 22 

VJ G5 代入 得 :4y。 — 2ye = 2y 一 2». 


整理 得 y= i» 


BORA BM rs 
这 就 是 说 ,外 良 四 角 格 之 和 等 于 中 心 四 格 之 和 ,也 等 于 中 间 16 格 
每 行 四 数 之 和 
即 2z=y, =R e 
根据 本 章 第 四 节 讨论 16 格 方形 图 填写 的 道理 ,并 假设 这 36 
格 方形 图 中 36 个 数字 取 1 至 36 的 连续 数 ,也 可 由 等 差 数列 公式 得 
8l. 


986 9668 


9 


Sy = 18(1 + 36) 
ΧΙΒ,δω = bys 
故 得 到 ys = 30 十 36) = 111 ,并 将 代入 O 式 得 到 


R= 111 x $ = 74 同 理 ,36 格 方形 图 的 一 切 尽 值 才 由 下 


RR: 
R=20 +6) +k e 
因为 % 一 Š R ik τας 2 所 整除 时 ,ys 才 是 整数 , 即 
下 一 02 
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只 要 我 们 掌握 了 以 上 yoy Rr LEREM R WEE 
是 先 确定 哪 一 数 ,都 可 以 求 出 其 余 的 数值 ,根据 这 些 数 值 ,再 选 贞 
这 36 个 数字 ,然后 , 才 可 以 填 科 .如果 我 们 确定 36 格 方形 图 中 心 
四 数 之 和 【 即 RI 为 80, 就 可 以 通过 计算 而 选 出 这 36 个 数字 ,演算 


ΠΤ. 
E^ R-s0 D 
IMOR δι - LTS 8 

XIRDA ws =a + 15d & 
如 取 连 续 数 , 则 令 a 一 1. 

XA y: = R, 得 到 ;Sis = 4R = 4 X 80 — 320 8 


由 ⑳⑳⑳ fa = 12 时 ,余数 8 
XUL a, = 124A fa a, — 27 
因此 得 到 ,这 图 中 间 16 个 数 如 取 12 38 27 的 连续 数 时 , 则 Si[ 指 图 
中 间 16 数 之 和 了】 为 312: 但 因 820 — 312 一 8, 故 只 须 将 后 边 8 个 连 
续 数 ,每 数 加 1, 即 取 为 12 至 19 55 21 至 28 的 连续 数 。 
XUI DRA BA z = 40 
这 时 ,我 们 再 分 析 一 下 ,如果 外 园 20 阁 的 数字 每 数 都 大 于 中 
Η 16 格 的 最 大 数 ,或 每 数 都 小 于 中 间 16 格 的 最 小 数 ,这 实际 不 可 
能 ,因为 大 于 28 的 二 个 最 小 数 之 和 已 大 于 40, 小 于 12 的 二 个 最 大 
数 之 和 小 于 40, 即 
29 + 30 > 40 
1l-- 10 « 40 
ΜΑΝΑΤ ΑΜΑ ΤΕ 281 加 一 个 小 数 [ 小 于 12], 也 就 是 
这 20 个 数字 ,有 10 个 天 于 28, 有 10 个 小 于 12, 于 是 可 以 得 到 这 些 
数字 是 由 1 至 10 与 30 至 3 红 或 2 至 11 与 29 至 381 的 连续 数 。 
现在 我 们 令 ”2v 二 < 得 到 w= 20 
因 大 数 十 小数 = 2v 
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为 计算 方便 : 令 大 数 一 小数 一 2 
于 是 得 到 :大 数 一 "十 上 


小数 ニャ ッ ー』 
再 令 : 十 一 30,31 82ο 89 
v—12]10,9,8, HH) 


得 到 εξ 10,11,12.18," 19 
现在 先 从 外 边 20 格 填 起 ,可 仿 本 章 第 一 节 讨 论 方法 ,在 10 至 
19 中 , 选 出 6 个 数 分 为 二 组 ,每 组 之 和 相等 ,做 为 上 横行 6 数 ,经 计 
算 选 得 : 
10 十 14 十 15 二 39 (一 组 } 
12 十 11 十 16 一 39 《二 组 ) 
剩 下 四 数 ,也 分 为 二 组 ,每 组 数字 之 和 不 要 相等 ,做 为 左 直行 
中 间 四 数 , 选 得 : 
13 十 18 = 31 (一 组 ) 
17 十 19 = 36 (二 级) 
因 上 二 组 之 差 [ 即 36 一 31] 等 于 5, 所 以 要 从 已 选取 为 上 横行 
的 二 组 数 中 , 选 其 中 一 组 ,有 二 数 之 差 等 于 5 的 ,将 这 二 数 填 在 上 
横行 的 角 格 , 现 选 得 第 一 组 的 10 与 15 [6 93698 — 89 11 5 163 
填写 时 ,也 要 以 相同 数字 【但 符号 相反 了 填 人 对 称 格 , 即 如 图 422。 


ΠΠ vdlipsdd2ivd18 | w-—10 
v=) v+13 
L—. 

v-- 18 Ὁ 18 
FECI v— 18 
v4 11 ャ ー 17 
[A 


sg eu ΡΤῚΣ ο 12 ᾗν -- 16| v+15 
图 422 
至 于 中 间 16 格 【 即 由 12 至 19 55 21 至 28 的 连续 数 】 取 本 章 第 
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四 节 填 16 格 方形 图 【 即 图 416 了 为 依据 去 填写 . 即 ， 

p iate zat ia uasa + hat Ζια-- 3 为 12.13.14.15 

oil a [e [axi  bb—15—2.—33)19.18,17.16 

«δε | 4 [h-3| eve — 1e — 2,6 t 139 23、22、21、24 

4—15-—2]at£icti| did -1l.d-d 2.d — 1 26,27,28.25 
可 是 可 比照 填写 成 图 A23, 8817 6 数 之 和 等 于 120 


5 $ | st lsz | 36 | 10 


7 | 18 | 28 | 21 | 13 | 38 


2 | 22 | 12 | 19 | 27 | 38 


39 | 15 | 23 | 26 | 16 | 1 


37 | 25 | 11 | 14 | 24 | 3 


30 | 34 9 8 4 [35 


图 A23 


也 可 以 由 DDO 整理 得 : 

320 = (2a, + 152)8—40 = 2a; + 15d 

解 得 :a = 5,d = 2 
即 中 间 16 数 为 :5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,31,33， 
35。 

再 依照 图 416, 对 应 填 成 图 A24. 


图 424 


同样 方法 , 令 : 
v + t= 22,24,26,28,30,32,34,36,37,38,39, 
v — z= 18,16,14,12,10,8,6,4,3,2,1, 
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得 到 + = 2,4,6,8,10,12,14,16,17,18,19， 
在 :中 ,选取 :2 十 4 二 18 一 24 Ce ED 
6--8-- 10-24 (48) 
再 选取 :19 十 17 —36 (一 组 ) 
16 十 12= 28 (二 组 ) 
计算 后 填 得 图 A25. 


T T 
v-slv—&|v-10|vdt85 s+4 [ 42 
v+ l6 
v+ 13 
ッ ー19 v— 19 
H 
ο v—17 
v—2|vF8|v-10|v—18| v—4 | v 6 


最 后 填 成 图 A26 


1 

| 

上 
EN 


ΕΙ A26 . 
MAE y, 20 -- 1) d & yiti Κ-- 20 - D ΓΑ. 
于 是 可 以 得 到 
R=2 1-1} +k ur 
因此 , 凡 填 κ’ 格 的 方形 图 时 ,它们 的 RR 值 都 可 由 6ὸ 式 计算 得 
到 ,但 * 值 只 取 侦 数 。 
为 了 使 读者 更 易 理解 ,再 举 - 个 填 δ’ 格 方形 图 例 。 
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即 要 求 填 一 个 64 格 方形 图 ,其 中 心 四 数 之 和 为 132。 

解 :可 分 为 两 步 填 : 

1. BAR — 132, n—8 
以 已 知 数 填 入 G2 55:132 一 208 十 D 十 得 到 : ぇ ー 29831. 
得 知 由 已 知 数 可 以 填 图 。 

E] 5S,s【 指 中 间 16 数 之 和 了 等 于 4R, 得 到 528, DES, = 528, 代 
A X8. 

528 — (A d 
又 以 a 二 十 isa 【4 = 1】 代入 上 式 得 : 


528 = (2a. 8$ 


解 上 式 得 ;a —25  a—40 余数 8 
这 就 是 说 ,中 间 16 数 如 取 为 25 至 40 至 的 连续 数 ,其 和 比 要 求 的 
528 还 少 8, 因 此 ,只 要 将 这 16 个 连续 数 中 较 大 的 8 数 ,每 数 加 1， 
即 : 
25 € 32 5 34 至 41 的 连续 数 E 
2. 现在 再 取 周 围 48 格 的 数字 。 以 中 间 16 格 为 中 心 , 外 边 每 加 
一 层 时 , 即 每 行 所 增加 的 二 数 之 和 都 相等 【只 有 这 样 ,每 行 数字 之 
和 才 相 等 ] 已 知 这 二 数 之 和 为 z, 以 R= 132 RA BRA: 
zS 66 
根据 本 章 第 五 节 的 道理 ,这 48 格 数 字 , 有 24 数 大 于 41, 有 24 
数 小 于 25, 故 知 小 数 必 是 由 上 至 24 的 连续 数 ,四 大 小 二 数 之 和 等 
于 66, 故 大 数 必 是 由 42 至 65 的 连续 数 。 
先 填 图 的 外 二 层 , 仿 本 章 第 五 节 方 法 ， 得 到 : 
令 z 一 了 > 185} ο = 33 
令 v 土 1 一 1 至 24 ΜΜ... 
于 是 得 到 上 == 32,31,30,- M 79. 
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从 外 居 格 填 起 ,在 9 至 32 连续 数 中 ,选取 8 数 分 为 二 组 ,每 组 
之 和 相等 ,做 为 上 横行 8 数 【 均 指 * 值 〗 经 计算 选 得 ; 
26,27.30,31 ”四 数 为 (一 组 ) 
25,28,32,29 ”四 数 为 (二 组 》 
再 选 6 数 分 为 二 组 ,每 组 之 和 不 要 相等 ,每 组 数字 个 数 也 可 不 
必 相 等 做 为 左 直 行 中 间 6 数 , 选 得 ， 
11,22,23,24 四 数 之 和 为 80( 一 组 ) 
10,12, 二 数 之 和 为 22( 二 组 ) 
ΒΗ 80 — 22 = 58, 所 以 要 从 已 选 做 为 上 横行 的 二 组 中 看 这 一 
组 中 蔚 一 数 与 另 一 组 中 的 一 数 之 和 等 于 58[ 因 为 58 数值 较 大 , 没 
有 问 在 一 组 中 二 数 之 差 可 到】 就 将 这 二 数 填 在 上 横行 的 左右 角 格 
中 , 现 选 得 这 二 数 是 32 与 26【 或 28 与 30 也 可 了 于 是 可 填 成 图 24， 
现在 剩 下 的 上 值 是 9,13,14,15,16,17,18,19,20,21, 也 将 它们 用 
同 祥 方法 选 填 在 第 二 层 格 。 
在 这 10 数 中 , 选 出 6 数 ,分 为 二 组 每 组 数字 之 和 相等 ,做 为 第 
EH GN EIE. 
9,20,21 三 数 为 (一 组 ) 
16,15,19 ZAAT 
剰 下 的 13,18,14,17 也 分 为 二 组 ,做 为 第 二 层 左 直 行 中 间 四 
数 , 选 得 ; 
14,18,17 ”三 数 之 和 等 于 49 为 一 组 
13 ”单独 为 一 组 
E 49 — 13 = 36, 所 以 要 从 上 横行 二 组 中 ,取出 每 组 一 数 ,而 
这 二 数 之 和 等 于 36, 将 这 工 数 十 在 上 横行 的 角 格 ,这 二 数 是 20 与 
16,E32 21 55 15 也 可 】 于 是 填 成 图 A28. 
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v32 | v— 31 | v+ 29 |v — 30 |v +28 |v — 27 | v 25 | v — 26 


v- ! v+ 
ャ ー22 1 v 
ャ ー 23 v 23 


1 : 
る 十 26 | 十 311 [et v— 25 v— 82 


v+20|v+21j v+9 |v—15!v—19|»- 16 


v= v+u 
mm U ゃ 十 17 
dogs ッ 18 
ΠΟ ャ ー 13 


v+isjv— 21| v—9 | v--15 | v 19| v — 20 


图 A28 
再 填 中 间 16 格 ,可 按 图 A16. 

aa 十 1,a 十 2 十 3 计算 为 ;25,26,27,28， 
b,b — 1,0 — 2,5 一 3 计算 为 :32,31,30,29， 
cc 一 lc 一 2c 十 1 计算 为 :36,35,34,37， 
d,d +1,d 十 2,d 一 1 计算 为 ,39,40,41,38， 
最 后 可 填 成 图 429, 每 行 8 数 之 和 等 于 264 
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elzle|s[iels]s]|:r: 


22 | 53 | 54 | a2 | 18 14 | ΙΙ | 44 


ου | 8 1 


图 429 


附 : 几 个 较 多 格 图 填 数 图 例 


1, 5b—100. εξ 111, d= ιο 
ys = 570.R = 228,V = 57 


v e ιν + zv + adr al — οὐ 3|V -24|V — 32V — 52V + 251 


1 
VVE v—7|V-—20V -27| V - 2 V + 39| V +8 V — 35 


ヤー 37|V+3 vazy + ilv - ἵο|ν — 3 v — 37 


νε ειν e—1|a-c1|[V-13|V —5|V — so 


ν + 26V + salv — 18| e— 1 | a + 1 fv + 18|V — 38 V — 26 


v—28|V -4 V 19 a 3 t6 8 [v — 1 V e ἐν 28 


V + 33| 


V= 3| y- 9|V +17 d- 1 


v -- aslv — ai|v + 10jv + τα] V + 85| 


|" ΥΕ ἜΤ Y + 49| 


V= 24 Y- 21| 


|v - 25v — ze|V — 44V — 34 
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78 | 86 | 193 | 91 | 35 | 34 | 88 | 25 | 5 | 82 
esl e | το | το | 87 | uo | ο " | "ap 
Em | eo | "men 8 69 1 τὸ 人 m 39 | 
Im «|slaius| α | το] 5ὲ | 7 
[as ss oos [us | 1 [ao | n [s | e ]5 
misma urige| "REPE" 
ΠΕ 48 πε] ΠΡΙΝ | ao | οο | οὐ 
22 | 25 | " a5 | 41 72 88 | 92 
s |as m | δὲ | 55 | 18 | s | τοῦ 
5 | 38 ιτ | z τ | s | 10 | s 


图 A31 
y; — 188 E—27 


E+ |e + ulE + 21'E — 10Ε-- 25 

πα +2 R- 1E- 3|E+s 

Ei2ls 5 ET E-a|eersEes|Ee 1 15|22|20119|42|32|39 
Ἑ ια ρε κ € |E- 2 lselselzz| s haiso 
E cis] — 10|E — 15 ] ΠΙΟ 
E+ 26| E-- 4| E 1 πο 
Eiels— ne- z 11|16| 6 |4Τ|52|44|13 

图 433 


35 Ov) 格 数 方形 图 由 连续 数 填 成 ( 例 ) 
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T 
E+ ae + aee asle + ade + asle + a 


|E + 47E — 28Ε -+ 28 + zele + DTE + 29 


Et 


E — 24 


Ε-9 


3E + 37| 


JE + 58 


IE + 39 


E- 14E + 40| 


E- 29E + 34 E + 3 て 36E -- 28 


jE — 10E + SIJE + 52E + SE + 59 


以上 m= 3,5,7. 


fii GP) 格 数 方形 图 ,由 工 至 让 连续 数 填 成 ( 例 》 


V -E45.S|V 11.5 Ν 9 46.5] 1 24.5|ψ-- 49.5|V — 15.5] 38.δΙΥ — 43.5 .8|V + 36. 5] 
Pte gy ze sv cao [v s ncs|v ses r, ν -το5 απ 
v esss]v + 2nsva nos] v +95 |P +17.5! Tiks nm 
ZOTZ 24i νας ην -ᾱ- 
veras aes a Ἴ e8|Y — 43.5] 
ΠΗ e 4 6-3 v4 zov ans] 
v - ans ~ es] t-e | atr | ert sss as 
πμ v-ins ans τα EE 
Ιν--οεἰν- ass] V+ V+ 30 slr + ts ZPUZTE 
EPR = ars EXEC HDS 
图 435 
以 上 n= 6.8.10 ντα 


中 间 16 数 是 由 a 一 
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当 # 一 6 时 ,中 间 16 数 由 11 至 26 至 的 连续 数 ， 
30s — 8 时 ,中 间 16 数 由 25 至 40 的 连续 数 ， 
4 n= 10 时 ,中 间 16 数 由 43 至 58 的 连续 数 。 
其 余 按 上 式 类 推 。 
aa 十 1 一 ia 十 2 一 aa 十 3 一 ai， 
b= ab — 1 = ab — 2 = agb — 3 = a, 
c= aye + l=a - 2 — agl — l — ag. 


d= dad — 1 = and +2 = agd b1 = as, 
习 题 


L 清 用 不 同 数字 【 正 整 数 ] 填 人 4 题 1.4 题 ?.4 题 3 图 ,使 不 
论 是 直行 .横行 、 斜 角 行 每 行 数字 之 和 都 相等 [以 下 2 至 9 題 同 】。 


m ls | H 
| L2 hË ΩΝ 


| | 
图 4 题 1 图 4 题 2 图 4 题 3 
要 求 :图 4 题 1 中 9 个 数字 是 连续 数 ; 
图 4 题 2 中 39 个 数字 中 最 大 数 取 最 大 值 ; 
图 4 题 3 中 9 个 数字 中 最 小 数 取 最 大 值 ， 

2. 用 -个 等 差 数列 填 入 9 格 的 方形 图 ,图 中 最 大 数 加 最 小 数 
之 和 等 于 80, 并 且 最 小 数 取 最 小 值 。 

3. 填 一 个 9 格 的 方形 图 ,图 中 数字 之 和 等 于 135。 

4. 已 确定 9 格 方形 图 ,中 心 格 数字 是 9, 图 中 最 大 数 取 最 大 
值 ,并 由 它 所 组 成 的 一 切 数组 ,分 别 画图 填 数 。 

5. 用 一 个 公差 数 最 大 的 等 差 数 列 填 一 个 25 小 格 的 方形 图 ,但 
要 求 图 中 的 最 大 数 加 最 小 数 之 和 等 于 60。 

6. 已 知 两 个 不 同 小 方 格 数 ,但 都 是 奇 格 数 的 方形 图 ,两 图 中 
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心 格 的 数字 都 是 24 ,请 分 别 画 图 填 数 。 

7. 填 一 个 16 小 方 格 的 方形 图 , 要 求 图 外 层 数字 之 和 等 于 
114。 

8. 填 一 个 小 格 数 是 奇数 和 另 一 个 小 格 数 是 偶数 的 方形 图 ,要 
求 每 图 的 数字 之 和 都 等 于 500。 

9. 已 知 一 个 16 小 方 格 的 方形 图 ,图 中 数字 之 和 的 2 倍 等 于 另 
一 个 25 小 方 格 的 方形 图 图 中 数字 之 和 的 3 倍 , 要 求 符合 这 个 条 件 
的 图 的 数字 之 和 是 最 小 值 ,并 且 各 图 的 数字 都 是 连续 数 ,请 分 别 填 
等 出 来 。 

10. 要 求 在 六 边 形 图 中 [图 4 B. 4】, 毎 條 交点 填 上 不同 数 字 , 
使 外 层 六 个 项 角 数 字 之 和 与 内 层 六 个 顶 角 数字 之 和 都 相等 ,同时 
使 三 行 項 角 銭 , 毎 行 5 数 之 和 与 六 个 大 三 角形 边 上 5 个 数字 之 和 
都 相等 。 

11. 要 求 在 六 边 形 图 中 {图 4 51, 每 个 交点 上 填 上 不 同 数 
字 , 使 不 论 是 横行 直行 . 斜 行 ,每 行 三 数 之 和 部 相等 。 

12. 要 求 用 七 个 不 同 数字 填 三 图 图 [图 4 题 6 ,使 每 个 圆圈 内 
四 数 之 和 都 相 等 。 

13. 要 求 用 六 个 不 同 的 较 小 数字 填 入 Il A gi 7), 663 
ΠΕΡΙΞ 8 Ζ AMRES BATEE ΙΕΡΗ: 
之 和 等 于 20。 

14. 要 求 用 1 至 10 的 连续 数 填 三 圆圈 图 [图 4 题 81, 使 每 个 贺 
TEL 内 六 数 之 和 都 相等 .用 10 个 连续 数 坊 图 ,使 每 个 圆 园 内 六 数 之 
和 等 于 58。 又 用 10 个 数字 之 和 等 于 70 填 图 ,使 每 个 圆圈 内 六 数 之 
和 都 等 于 44。 

15. 要 求 用 1 至 11 的 连续 数 十 四 圆圈 图 [图 4 题 9], 使 每 个 贺 
图 内 六 数 之 和 都 相等 ,用 11 个 连续 数 十 图 ,使 每 个 莒 图 内 数字 之 
和 等 于 40, 又 用 11 个 数字 之 和 等 于 200 坊 图 ,使 每 个 圆圈 内 六 数 
之 和 都 相等 再 填 一 个 每 圈 六 数 之 和 为 113 的 图 ,图 内 11 数 之 和 
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仍 等 于 200。 


16. 要求 用 1 至 12 的 连续 数 二 入 四 加 图 图 [图 4 题 10】 ,使 每 
个 圆圈 内 六 数 之 和 都 相等 再 填 每 一 个 圆圈 内 六 数 之 和 等 于 50。 
【这 12 个 数字 不 必 成 连续 数 】 

17. 训 求 在 五 角 星 图 中 ,图 4 题 11] 按 早点 填 上 不 同 数字 ,使 
不 论 是 模 行 、 斜 行 每 行 五 数 之 和 ,项 角 五 数 之 和 ,交叉 点 五 数 之 和 、 
中 间 【 即 每 行 中 间 数 字 ] 五 数 之 和 都 相等 。 

18. 要 求 在 六 角形 图 中 ,【 图 4 题 123 每 个 交点 填 上 不 
使 不 论 是 横行 、 斜 行 每 行 四 数 之 和 都 相等 。 

19. 要 求 在 六 角形 图 中 ,【 图 A BL 131, 每 个 交点 填 上 不 同 数 


EE EST. GEI. 


行 、 对 顶 角 行 每 行 五 数 之 和 都 村 


20. ἘΞ} 


在 八角 形 图 


E 


KFS 


等 。 


【图 4 题 14】, 每 个 交点 填 上 不 


使 不 论 是 横行 ,直行 . 斜 行 每 行 四 数 之 和 都 相等 。 


21. 要 求 在 八角 形 中 [ 
不 论 是 直行 、 


横行 、 斜 行 、 


图 4 题 4 
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顶 角 行 每 行 五 数 之 和 都 相等 。 


图 4 题 5 


ΕΠ 


数字 ， 


图 4 题 15 了 ,每 个 交点 填 上 不 同 数字 ,使 


mame 


图 4 题 10 


图 4 题 9 


ΧΡ 


HABI 
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图 4 题 12 图 4 题 13 


Q 
g 


图 4 题 14 图 4 题 15 


第 十 五 章 ”方形 图 每 行 数字 之 积 
都 相等 的 填 数 法 
BHRI E E RERS TREZ MEN 


等 ,本 章 则 要 求 每 行 数 字 之 积 都 相等 ,那么 , 它 的 填 法 又 是 如 何 呢 ? 
下 面 分 别 举例 分 析 。 


第 一 节 ϱ 格 图 每 行 3 数 之 积 都 相等 的 填 数 法 


在 图 B1 中 , 设 互 为 图 的 中 心 数 字 ,z 是 以 已 为 中 心 每 二 个 对 
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称 数 之 积 ,y 是 每 行 3 数 之 积 。 


由 题 意 可 得 : 
E 
图 Bl 

y= Ez (69) 

y = ES (Ὁ) 
以 (1) 式 代 入 (2) R: 

(Ez) = Ezt 
整理 得 :E? 一 x 


将 其 代入 (1) 式 :y -- E 
故 二 个 对 称 数 之 积 等 于 E*, 毎 行 3 数 之 积 等 于 E. 
其 计算 法 是 : ・ 

先 选用 三 个 分 数 ,使 其 满足 连 乘 等 于 1 .将 图 [图 B1】 每 一 格 
都 写 上 已 ,将 这 三 个 分 数 分 别 写 在 上 横行 格 内 五 的 前 面 ,再 将 这 三 
个 分 数 颠 倒 母子 后 [就 是 说 ,这 二 个 对 称 数 ,其 中 一 个 乘 这 个 分 数 ， 
另 一 个 则 除 以 这 个 分 数 ,使 其 仍 等 于 二 个 五 自 箭 ,分 数 除法 是 将 除 
OU BI SET EDU REL SR ERA rn Bop ft 3 3 数 之 积 仍 等 
于 加 ,然后 就 很 容易 求 出 左右 直行 的 中 间 数 ,如 以 下 三 图 ; 


g T 
i. 3. 24. 1 EI 1. 
3€ zE 36 | zE 3E ΤΕ ΤΕ st 

> Hm 9 ΕΙ 了 28 。 

6E E rud ad E ES ΕΠΙ E ΤΕ 

delel µε L 5 μα 

Dd 3E 和 | τε ΣΕ 5E τε ΞΕ 
图 82 图 B3 图 B4 


将 图 中 的 分 母 通 分 , 求 出 最 小 公 倍 ,就 是 五 的 最 小 值 ,分 别 乘 
图 82, 图 B3, 图 B4 各 分 数 【 包 括 整数 13 可 得 到 图 Β5, 图 B6, 图 
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87 民 为 省 略 起 见 , 以 后 图 中 只 窟 分 数 ,不 写 连 带 的 ET. 


125 [5 36 


κας ajos 
rH 1 81 | 18 | 14 a» | 175 | 625 


图 Β5 图 ge 图 B7 
每 行 3 数 之 积 = 6 每 行 3 数 之 积 = 8. 每 行 3 数 之 积 = 175 
由 上 得 知 ,9 格 图 有 4 对 对 称 数 ,每 对 之 积 相 等 , 且 都 等 于 ΒΑ, 
反 过 来 说 ,就 是 要 符合 
E -= ab = cd =ef = gh 
这 个 条 件 , 否 则 不 能 填 图 ,如 以 上 图 Β5 
6 = 36 =3X12=2X 18 =4X9=1X 36 


το AREATA Lol ος. 


abiit 四 个 分 数 。 

如 能 掌 所 整数 求 取 此 种 “分 数 ” 的 方法 ,对 填 好 方形 图 ,是 有 
很 大 者 助 的 ,为 此 符 将 这 个 方法 [和 暂 叫 "整数 求 了 法” 分析 如 下 : 

首先 将 这 个 整数 分 解 出 所 有 的 因数 ,然后 以 这 些 因数 为 分 母 ， 
第 一 个 分 子 为 1, 以 后 的 分 于 是 前 项 的 分 母 ,这 样 由 小 到 大 ,直至 
ο ο 30 de CR 
例如 下 

例如 整数 12, 即 


它 的 因数 有 :2,3,4,6,12 不 算 1】 先取 2 为 分 母 , 它 的 分 子 
为 ! 即 去 ,再 取 第 一 个 分 数 ,以 3 为 分 母 .第 ΓΑ ΤΑ SE 
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天 前 面 有 十 , 故 取 其 分 母 2 为 第 二 个 分 子 , 即 旬 :又 取 第 三 个 分 数 ， 
以 4 为 分 母 ,第 一 个 分 子 为 1, 即 十: 它 的 前 面 有 二 ,二 ,但 不 取 2 为 
ran dA 就 是 去, 它 和 第 一 个 分 数 相 重 , 故 应 会 控 , 取 3 为 分 
ο. ο ο 6 为 分 母 , 第 一 个 分 子 为 1, 即 二 ;前 
面 的 分 母 2.34 都 不 能 取 , 因 为 二 就 是 于 ,了 就 是 二 ,二 ΒΕ. 
它们 都 重复 了 , 故 者 要 合 掉 ,再 取 最 后 一 个 可, 所 以 12 BARRE TA 


都 不 相同 的 二 个 因数 ,总 共有 ?7 次。 

为 了 容易 选取 和 适应 以 后 填 更 多 格 方 形 图 的 需要 起 见 , 特 编 
制 4 方 形 图 中 心 数 字 表 处 以 下 均 简称 “ 表 ” 辽 附 表 在 书 末 】。 

-EIRT 法 求 “7” 公式 

具有 4 个 或 4 个 以 上 "分 数 "的 整数 已 ,可 选 为 9 格 方形 图 的 中 
ORF: 

具有 12 个 或 12 个 以 上 “分 数 ” 的 整数 ,可 选 为 25 格 方形 图 
的 中 心 数字 ; 

具有 24 个 或 24 个 以 上 "分 数 ” 的 整数 巨 ,可 选 为 49 格 方形 图 
的 中 心 数字 ; 

由 此 得 到 ， 
m 小 格 的 方形 图 的 中 心 数字 巨 的 "7?” 袜 T 是 奇数 了 。 

根据 表 提 示 和 推理 求证 ,得 出 部 分 公式 如 下 : 设 表 中 的 “分 数 ” 
ATP HRR 

n= 0l, 23 rn, i= 1,23 esia 

LAKT=i 
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PP ΙΤ -- 3? 十 3 一 4 
PP P 的 了 一 3 十 3 十 2 一 13 
P PPP ΒΗ Τ — 3* 3) n 3. 3 —40 


ΡιΡι-Ρ, ΒΤ 1-84 354- 5} 153" 
PP 的 T=3 二 3X1=4 
PoP 的 了 一 3 十 3X2 一 ?7 
P,P? KT = 3 十 3X3=10 


PP BT = 8 4- 3i =l H 3i 

PPP 451 -- 3 F3 +3 ΧΙ -- 18 
PPPT = 3) 3 H3 Χ2- 25 
PPPT = 3 +3 + 3? X3 = 3 
PP 的 アー -- 3}. 4: x 4 = 40 


PIPP 7 — 39 -- 3 H 3i -- 1 H33 

P PPP, HT — 3) F3 F3 3 X 1-40 
PoPiP 玫 的 人 一 3 十 3 十 3 十 3 X2= 67 
P,P PPI ΒΥ = 3) H 8) + X ἃ-- 94 


PPP P HT =1 +3 +3 t3 
PP 的 工 一 1 十 3 
ΡΙΡΙΡ; {8 Τ -- 13-33-33: 

PP PiP BT — 1-3 3! e 


PPP の PP の ニュ 十 38 二 2 十 … 十 3 
・ 如 果 已 知 整数 4 有 4 个 了 , 且 4 = PP, 


则 ”4 的 工 = 1 至 i 的 连续 数 之 和 X 4; 
如 果 已 知 整 数 刀 有 ?个 7T, 且 B= PP, 
π ” 玉 的 全 = 1 至 ;的 连续 数 之 和 xX 7 十 1 至 (i 一 1) 的 连续 数 
之 和 ; 
当 PsC = Py x PC 时 ， 
E PC 的 T 为 x,C 的 T 为 y， 
则 PIC 的 =xz 十 (xz 一 y)(i 一 1) 条 件 是 CC 不合 Posi> 1。 
任 一 整数 ,都 可 运用 以 上 各 公式 , 求 出 它 有 多 少 个 了 , 现 为 简 
便 起 见 , 例 如 以 PLPLPOR PoP TA PEP,Pi 代表 ΡΉΡΙΡῚ 的 


又 在 公式 ?中 ,以 PIC 代表 PC ETC SE CIT PIC 代表 
PC 的 T 

即 公式 ?PC = PEH (PC 一 CCG 一 TD) 
适合 条 件 是 : CREP, 11. 

例 一 RPPP 有 多 少 个 T? 

解 :由 上 式 和 公式 7 有: 


P) X P,PIP, = PPIP, + (PPP, — PP, ΧΑ Φ 
又 由 PPP: 和 公式 (7) 有 : 

Pi X P,P,P, = PP, + (PP, ~ PP Xx 2 [2] 

PPP, 5 1-8 - 3-13, PBQ—1-3-4 @ 

以 ⑧ Αλ OSUBIPIPIP,-134- 03— 0 x 2-31 ③④ 

PiP,=1+3X3=10 6 


以 DORRA O RE: 
DPIP, = 8] + (31 — 10) X 4 = 115, 
管 :PPIP, 有 115 條 7。 
ΑΡΗ 有 多 少 个 T? 
解 : 由 上 式 和 公式 (7) 有 : 
PP = P, X PP Pi = PPP PP 一 PP)x1 © 
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PPP=1+3+3X2=22,PP=1+3X2=7® 
U ORRA © RE: PPIP -- 22+ (22 一 7)X1=37 
BPPP 有 37 个 了 。 
此 外 , 同 理 可 得 : 
(PaP Dt = 40, CP)! = 24, PEPI = 17,P{P: = 22, 
PIP! = 31, PIP = 71,PoPiP3 = 52, PIPIPE = 62 


表 中 第 一 栏 数字 和 每 条 公式 的 左 端 都 是 当 末 自 乘 的 数 ,其 实 
SE BR Eon e" A 个 “分 数 ", 实 为 6: = 36 有 4 个 “分 数 ”, 又 
如 公式 GPP HIT = 1+ 3ER PPY 的 了 一 工 十 3 
mP-3, P-—2, i28, 

即 (3 x 2Y = 24^ — 576 ET 14-9 — 10, 

ΒΙ 24° = 576 = 12 X 48 = 8 X 72 = 16 X 36 = 6 x 96 
= 18 X 32 = 4 X 144 = 3 X 192 = 9 X 64 = 2 X 288 
= 4X576 共 10 次 [ 即 10 个 23 

运用 以 上 公式 ,不 但 可 以 满足 这 种 类 型 的 计算 结果 【例如 576 
能 分 为 每 次 二 个 不 同 因数 之 积 共有 10 次 ,那么 (2 X3XS5X D'— 
44100 有 多 少 次 呢 ? 我 们 用 公式 2 就 可 以 知道 有 490 次 〗 而 县 对 填 较 
多 格 方形 图 也 很 有 帮助 ,因为 表 中 的 瑟 数 不 多 ,例如 我 们 要 求 填 一 
个 100 格 图 ,我 们 可 以 运用 公式 来 确定 这 个 整数 ,如 果 运用 公式 
《4), 得 到 

PPP, T=42 1+3 ἠ- 95ὲ 

Bü 42s 4 + 3 
【 注 :42 = 1997 χι. 41 
对 对 称 数 .请 参阅 本 章 第 八 节 ] 

HD 38SSgi 


5ud 
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如 取 3 个 了 为 5,3,2 得 到 取 整 数 为 5 X 3 x 2? = 480 时 , 则 有 49 
个 工 ,然后 再 按照 “整数 求 了 法 ”把 这 些 “ 分 数 ” 列 出 来 。 

又 ;如 果 要 求 这 个 整数 含 二 个 素数 , 即 由 要 求 和 求 “7” 公 式 得 到 : 
PP = Ρο x PIP, = 42( 原 式 ) 


49 --ᾱἼ-(α--γ)ία--1) & 
r=1 +35, y-b ® 


HE r= PPRT, y= PRT 
以 图 代入 图 :并 整理 得 : 
42 一 g 
73241 en 
ΕΣ Να; ενα IS DIS HE E 
方程 部 分 第 一 章 第 五 节 ( 二 ?了 即 : 


42—a-—- 3-34 キュ ーー ユー -- 85 
“85 二 5 X 17 (标准 分 解 式 ) 
AGERE. 


24 十 1 三 土 1, 没 有 0 以 外 的 正 整 数 解 , 故 合 去 ， 
二 土 5, 得 到 a 的 正 整数 解 :4 一 2， 
2a 十 1 二 土 17, 得 到 a 的 正 整 数 解 :a — δν 
2a 十 1 一 土 85, 得 到 4 的 正 整 数 解 :a — 42 
以 a = 42 代入 (4) RBR 0 = 0, 不 符合 要 求 , 故 舍 去 ， 
以 a = 二 2 代入 (4) 式 得 到 5 一 8 
以 a = 8 代入 (4) 式 得 到 4 —2 


. a=2 [a=8 
ο πμ... 


”以 a 二 2 履 一 8 代入 原 式 得 :PiPi 


如 取 Pe = 3,Pi = 2, 得 到 PP3P? = 3: x 2! = 2304 
故 取 整 数 2304 时 ,有 42 AT”. 
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Z BARV” RRA “7” 的 排列 


现在 我 们 再 讨论 关于 任 一 整数 【 除 1 以 外 其 前面 讲 的 是 任 一 
整数 的 平方 数 】 都 可 以 表 成 二 个 不 同 因数 的 积 , 为 了 与 上 面 的 “T” 
区 别 开 来 , 它 的 次 数 以 “Y” 表示 :那么 这 又 如 何 求 得 呢 ? 如 何 排 
列 才 不 会 发 和 错漏 泥 ? 

ΠΤ 
ν᾿. ο ο ου 
或 小 于 这 个 整数 的 平方 根 的 整数 部 分 的 数 [包括 1 者 是 这 个 整数 
分 解 为 每 次 等 于 二 个 不 同 因数 中 较 小 的 一 个 因数 ,【 这 个 较 小 的 
因数 一 般 按 次 序 排列 在 前 面 】 但 如 果 这 整数 等 于 平方 效 , 则 合 去 
这 个 平方 根 数 ,因为 这 里 要 求 的 是 二 个 不 同 的 因数 。 

V” 的 求法 是 :举例 引证 】 

L Bea» Pinoy = [521] 表示 式 1 
IC] 括号 内 , 指 取 其 整数 部 分 ,下 同 】 

Bliss Pho ο ον PI 


v= [et 2l 1,8Bp25 = 1 X 25ΓΗΕἨ —AX1 Xin 343 一 7 一 


Pi D a = SAASURSCL BA Pi Y =H ag 


2 
343 = 1 X 343 — 7 x 49[ 共 二 次 】 
故 表示 式 1 可 由 演算 得 证 。 
2 


2 EERS PP ο. 表示 2 

因为 这 整数 等 于 二 个 素数 之 积 , 且 每 个 素数 者 是 次 方 , 故 V 
的 表示 式 的 分 子 是 2 的 二 次 方 。 

例如 

21 =3 X 7 — PPR ?21=1X21=3x7 共 二 次 】 

35 = 5 X 7 = PPEB 35 = 1 x 35—5 X 7. 共 二 次 


226 


77 =7 X 11 = BABET —1x77—7x11 共 二 次 】 


tim vae. co 


BRRR 2 也 可 由 演算 得 证 。 
3. 车 [整数 为 P,P,P,, 则 因为 它 含有 三 个 素数 ,县 部 是 一 次 方 ， 
同 理 可 得 ヤー を =4 表示 式 3 


例如 30 一 2X3X5- PPP [ ソ 30]=5 
【上 式 右边 的 [ /30] = 5, 表 示 这 - -整数 “30" 分 解 成 二 个 不 同 
因数 时 ,其 中 较 小 的 因数 小 于 或 等 于 5, 以 下 同 此 .了 
70 一 2x5x7 一 PPP [/70]—8 
这 些 因数 的 排列 是 : 
30—1x30—2x15—53x10—5x6 [t4xl 
70— 1 X70—2X35—5X14— 7 X 10. [3t 4 ik1 
ἘΠ viget 一 4 


故 表示 式 3 也 可 由 演算 得 证 。 
(a+ 12 


4 BERD PP MV = EE mati RARA 
将 PEP, 分 解 为 Pu X ΡΕ 的 形式 时 , 则 它 的 V 等 于 PoP, RV ΒΕ 
加 PsP £u. 
即 PiP, Ki “τ 
由 表示 式 2 已 知 PuP 的 了 等 于 2, 并 代 入 上 式 ， 
故 得 到 :PP = PaP, X PI = ey 
=x a+] 


例如 24 =23 x κο ΤΡ 其 中 a= 3,[ ソ 24]=4 
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405 — 3x 5 = PiP, 其 中 心 = 4[V405] = 20 
以 上 分 别 代 入 表示 式 4 得到: 
πα ο. 
4056] V —4- 155 
它们 的 因数 分 别 排列 是 : 
24—-1x241—52x12—3x &—4x8 [841 
405 == 1 X 405 = 3 X 185 = 5 X 81 = 9 X 45 = 15 X 27 
共 5 次 
故 表示 式 4 验证 无 误 。 
5. pyy appn v = 全 二 上 十 于 RRRS 
由 表示 式 4 的 道理 可 得 ， 
Pi = PX PP 
= Pr? x P X PPE PP, 由 表示 式 2, 已 知 
| 


Cat Dt 2 
2X2 
G+DG+ 
2 
例如 108 =2 x3 = PP} — X[V108]-10 


上 式 中 4 二 2， b= 3, 代 入 表示 式 5 得 ; 
Q-tDGcLD. 


ος στο 6 
它 的 因数 的 排列 是 ， 
108 = 1 X 108 = 2 X 54 = 3 X 36 = 4 X 27 = § X 18 
ΞΘΧ12 [46%] 


故 表示 式 5 验证 无 误 。 
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ΑΦ D RRS 
2 


6. RRO PiPPa ΗΝ = 
也 由 表示 式 4 的 道理 得 到 : 
PPP, = PT! X PAPIPS 

= Py? X Pi X PaP, Pi 

= Py X PC) xX Pr x PPP RORSR 3 BD P,P, P: 

的 = 


w 
το 
το 


LG ο Ιαν. 
2X2x2 


故 表示 式 6 得 证 。 
例如 10800 = 2* Χ 3’ x δὲ = ΡΙΡΙΡΕ,[ V 10800] = 103 
其 中 a = 40 = 3; 一 2, 代 入 表示 式 6 得到， 

v-t ο DG D. so 


这 30 对 因数 的 排列 是 ， 

10800 = 1 X 10800 = 2 X 5400 = 3 X 3600 = 4 x 2700 

5 X 2160 — 6 X 1800 — 8 X 1350 — 9 X 1200 

10 X 1080 = 12 X 900 = 15 X 720 = 16 X 675 

18 X 600 — 20 X 540 — 24 X 450 — 25 X 432 

27 X 400 = 30 X 360 = 36 X 300 = 40 X 270 
— 45 X 240 — 48 X 225 — 50 X 216 — 54 X 200 
= 60 X 180 = 72 X 150 = 75 X 144 = 80 X 135 
= 90 x 120 = 100 X 108. 

故 表示 式 6 验证 无 误 

7. 由 上 得 知 : 


1 


用 
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μ.ο οι μα μα D 
的 了 = 2 


其 中 ο. ο. 
ERME 十 1) 个 素数 , 则 六 的 总 表示 式 的 分 子 是 有 (Cn 十 1) 个 
HER. 
下 此 得 知 , 一 切 整 数 , 它 的 “7”" 都 可 由 了 的 总 表示 式 计算 出 
来 。 
如 以 上 表示 式 1, 实 即 :P 的 了 = ege =], 
= +t 
Ρηντ οι 
表示 式 2, 实 即 PP 的 ヤー よう 
RRR d PPP Ην は 圭二 り 。 


RAR LEM 经 士 了 和 十 也 ， 
前 面 讨论 的 “7”, 也 可 运用 这 个 的 怠 表示 式 求 得 。 
例如 前 面 ΡΊΡΊΡ, 的 了 = nis EERE IPPO B V. ER 
(PPIP = ΡΕΡΙΡΙ, IEP a= 10.0 = 6,0— 2, 


代入 的 总 表示 式 得 到 ， 
G9 圭 1)@ 土 1)(2 十 1) 10xX7Xx3 [231]. 
2 ー 2 ー [ 2 トド 15. 


掌握 了 这 种 整数 求 "V ”的 方法 ,可 以 更 替 求 “7 ”法 ,因为 它 容 易 记 
TC 和 运用 ,在 以 后 ,对 16 格 图 中 已 知 -一 部 分 数字 的 各 种 填空 图 的 
填 法 计算 也 有 所 帮助 , 故 这 里 特 加 上 这 一 段 ,【 详 细 在 习题 解答 中 
举例 讲解 了 

仿 以 上 填 法 ,再 填 几 个 9 格 图 ,让 读者 对 四 验证 ,以 加 深 理解 ， 
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2 & : 
TT CERA. | wm | τ] esses 
eH- = 1000 
ο... 4 | 10 | 25 
5 i | 2 50 1 2 | 
图 Β8 图 59 
μμ πμ 每 行 3 数 之 积 全 
: le j-e 
E E= d ΕΠ 9 6 4 
1 
2 を 4 12 1 18 
图 B10 图 Bl 
LTD Diem a a e] Saza 
| キー イー ディー = 1728 
4; IE=12| 12 1 12 144 
i12 - B . 
1 1 
6 ES L E E 4 6 
图 B12 園 B13 
到 [本 人 | 得到 站 | a] 每 行 数 之 积 :2 
トーー テ ーー イー ーー イー = 1728 
3 = 12 ES 36 12 1 4 
+ Fa 3 L ο | le | 18 
Ej B14 图 B15 
μη μα eA pe e | 香 行 3 数 之 积 14 
Στ 本 一 2744 
E Επι E 4 14 49 
H 
7 τε 2 98 1 28 
图 516 图 B17 
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B[TIG μα μμ σος 
二 = 3375 
15 五 一 15 | 16 | 225 15 1| 
1 5 φ 
5 EN 3 | 8 25 45 
图 818 图 B19 


凡是 做 9 格 的 方形 图 ,如 果 先 确定 它 中 心 数 字 巨 值 , 就 可 查 表 
把 瑟 的 “分 数 " 列 出 ,如 果 要 求 巴 值 较 大 , 表 中 没有 此 数 , 那 就 依照 
“整数 求 了 法 ”把 它 的 “分 数 ” 列 出 , 按 以 上 方法 选择 ,使 每 行 3 个 
“分 数 ” 连 乘 等 于 1 ,然后 以 五 乘 小 格 中 的 "分数 ”, 所 得 的 就 是 格 中 
应 填 的 数字 。 如 采 不 是 先 确定 五 值 , 那 就 更 容易 了 ,例如 在 下 图 [图 
3203 中 ,随便 取 二 个 分 数 写 在 上 行 左右 二 角 , 并 将 分 数 颠 倒 过 来 


写 在 下 的 对 称 角 ,这 时 上 行 可 立 式 填空 ,2 x(  ) メ ナー ニュ. 得 


到 填空 数 为 , 左 直 行 立 式 填空 ;之 x 00 ) X 才 c 1, 得 到 填空 


数 x RLA AHMCIR BL SESEEBUROUEEE RS ,就 得 到 图 B821, 最 


后 将 分 数 通 分 , 取 最 小 公 倍数 为 再 乘 各 分 数 ,得 到 图 22, 毎 行 3 
数 之 积 = 168 = 4741632 


μα 
3 4 
ES 3 
了 H 
图 B20 
2 5 了 
ES E u 112 144 294 
21. " 8 
B E *r 441 168 64 
4 了 3 
F E EN 96 196 | 252 
图 B21 图 522 


το 
の 
[s] 


二 节 ”25 格 图 每 行 5 数 之 积 都 相等 的 填 数 法 


园 上 理 , 每 行 $ 数 之 积 等 于 应 ,每 二 个 对 称 数 之 积 等 于 E. 
NU ERSS— WIE B2 填 入 图 B23 中 间 9 格 , 即 由 于 25 格 图 有 : 


25. — 12, 得 知 要 有 12 个 分 数 ,才能 满足 填 图 , 因 36 有 12 个 分 
数 【请 参阅 表 】 其 中 有 4 个 正好 是 图 中 所 有 的 ,那么 , 剩 下 的 8 个 ， 
通过 计算 有 : 
$xixixdixP? vnu 
9 4 2 18 1 
AS3.9.12.1 m " 
る メ マメ 1X T Xg 1 可 选 填 在 左 直 行 
μα. 1 
エエ 
3 | 2 | 3 - 
| 15 εἷς 
112 | 5 
2 3 1 
图 B23 
再 将 这 些 分 数 闫 倒 这 来 填 入 对 称 格 , 就 可 得 到 图 g24, 以 中 心 
数字 36 乘 格 中 的 分 数 ,就 得 到 图 B25， 
二 | 1 1 す 9 | 1 1] 55 每 行 5 数 之 积 一 365 - 
r3 1 E E t 16. [ 9 162 2 12896] 
4 3 | 2 1 4 27 | 12 | 54 | 72 | 48 
sls a T トー | 
rolls]. 334} 316} 36 | 6 | 4 
12 1; 2 3 | 1 + La- 
]131]2is]|1]1 432 1 TESE 
ΕΠΕ ΠῚ t 1 καν δι 
图 B24 图 B25 


233 


若 要 求 填 一 个 号 格 图 每 行 5 数 之 积 为 最 小 值 , 可 查 表 得 到 30 有 13 
个 “分 数 ”", 故 30 可 做 为 中 心 数 字 得 到 每 行 5 SC BUS 30). 如 图 
B27, 


ΓΡ Ἢ ΓΚ peri 300 | 180 
| + HEIE 90 | 15 | 100 | 18 | 1ο 
i ΠΣ を Σ 20 | 36 | 30 | 25 s 
ΕΕ... σε πο] ὁ $0 | v5 
PEHEE [5 900 | «so AE 
图 B27 
图 B26 毎 行 5 数 之 积 = ao 
如 果 不 限于 最 小 值 ,可 不 必 四 表 , 随 便 再 举 一 例 ,将 第 一 节 图 B3， 
作为 25 格 图 的 中 间 9 个 分 数 ,为 了 不 使 重复 并 易于 选取 起 见 , 可 
以 将 这 些 已 选用 的 分 数 写 在 图 的 旁边 ,以 后 每 选 一 数 , 也 接着 写 上 


去 , 即 可 一 目 了 然 ， 


2.139211 
3'2'1'2'3'4'5 
ΠΠ} ] εὐ σιν 
| | 1 3'1'4's'4 
HBE 
i[z[|3] 
και 
图 B28 
先 从 上 横行 填 起 ,适当 选 5 数 ,使 5 ο τα. 
ο. ο ο αρ... 
XgXiqXic-LbHESXIXTXIXS 1 作为 左 
直行 5 数 ,如 图 B29。 
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τ 
ο” 
3 4 5 3 1 
ミエ | を 
4 3 2 1 5 
12 9 258 
Ἔ] 11 τε 
8111514. 
4 3 1 2 9 
1|2$|5$]2|3 
9 l 1 5 4 
i- 
图 B29 


XS ΗΑΕ AK UU Fe] ZH EOS. E (B RE E — 180, k 


180 乘 各 分 数 得 到 图 お 30, 毎 行 5 数 之 积 = 1805, 
240 45 36 300 |1620 


225 | 120 | 90 | 540 | 144 


432 | 810 | 180 | 40 | 75 


405 | 60 | 360 | 270 | 80 


20 | 720 | 900 | 108 | 135 


图 B30 


第 三 节 ”49 格 图 每 行 7 数 之 积 都 相等 的 填 数 法 


同上 理 ,每 行 7 数 之 积 等 于 书 , 每 二 个 对 称 数 之 积 等 于 司 , 取 
图 B24 填 入 中 间 25 格 ,由 于 49 868.35. 一 24. 又 因为 图 B25 


的 中 心 数字 是 36, 为 了 使 这 些 分 数 也 是 另 一 中 心 数字 所 具有 的 ， 
根据 第 一 节 “ 求 本 的 部 分 公式 7 持 即 和 的 二 1 至 i 的 连续 数 之 和 
X 4 得 到 全 的 了 = (1 十 2 十 3) X A= 到, 由 表 抄 下 这 24 个 分 
数 ,除去 中 间 25 格 已 用 的 以 外 , 剩 下 的 12 个 , 选 出 7? 数 连 习 等 于 1， 


10 27 pu 
qx. lx txLxiligosmsniue 
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l8x1x8x2xz2x 工 x9- 
ΜΙΣΑ ΕΧσΧχώκτχπεχς-ὶ 


做 为 图 E FARE. BPHEQUE ΑΗ {ΘΙ ΒΕ ΒΛ ΣΗΜ 
格 , 可 得 图 B32, 最 后 以 中 心 数 字 216 乘 名 分 数 得 到 图 g33。 毎 行 7 
数 之 积 一 2167 


T Dp 
4 ο s 
9 4 E i8 
3|1[|[8|2/|4 
4 D H 3 
し | 
9 6 1 1 
r|T|£ $ 9 
る エエ 
1 3 1 12 
ο ο. 
36 l 9 1 4 
| 
图 B31 
ακαμααμαμαμα 
1 8 24 1| 27 | 54 g 
工 EH 
8 1 
EJ KS 
3 8 
i P 
27 E 2 
n | n 
α 72 
il | | 216 
216 : 1 
9 8 24 1 27 E H 
8 27 1 27 4 1 108 
图 B32 
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Fa τ | 9 | 5833] 32 | 4 
に JJ 


95 | τὲ 972 j 12 | 7776 


576 | 162 | 72 | 324 | 432 | 288 


1944 | 1296 ze | 36 | 24 


15552] 2592 | 108 | 144 | 648 | 18 
1 48 | 3888 | 486 
1 


EXERE $4 [S84 | 8 | 1458 |11664 


图 B33 


以 上 是 先 确定 49 格 图 的 中 心 格 数字 的 填 数 法 ,这 种 填 法 是 比 


较 困 难 的 ,同时 中 4 


心 数字 的 确定 ,也 不 是 任意 的 , 它 必须 具有 24 个 


或 24 个 以 上 的 “分 数 ”, 也 不 是 整数 大 , 它 的 “分 数 ” 就 多 ,从 表 看 ， 
h 13 300'p, HA 24 个 “分 数 "的 整数 , 仅 有 :168[ 有 31 1. 
18o【 有 37 AIZA 40 ARA 24 个 了 .252[ 有 37 不 】、 
264[ 有 31 个 有 .300r 有 37 个 ] 失 7 数 ,如 果 要 取 每 行 7 数 之 积 的 最 
MERER EPF 168, 它 有 31 个 “分 数 ” 供 选择 , “λα δὲν, 
选择 的 玲 度 让 大 ， 所 以 ,如 果 不 按 确 定 五 值 去 填 数 ,就 比较 容易 一 

些 ; 再 举 一 例 ,如 果 取 前 面 25 格 图 例 二 图 829 为 49 格 图 内 边 25 格 
"—À 以 随便 另 选 取 】, 然 后 再 取 外 围 格 的 数字 ,只 要 
不 相同 的 分 数 ,都 可 以 选取 ,经 计算 有 : 

7.19.19 2.5.7 


可 填 成 图 B34 


将 分 母 通 分 , 求 出 最 小 公 倍 , 即 为 此 图 中 心 数 最 


小 值 , 求 得 五 = 2520, 于 是 得 到 图 B35。 毎 行 ? 数 之 积 = 2520 
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ajae |S] 


τ 


je te [le [e 


PSNPIS 


πο] [oj Feo | [e n] [a] 


T——T 


L 


sje [eje ljol tm ls に le に lsls 

slslelslslelsk に lclelklele 

sleiclslsklsk ト に に に に js 
ーーーーー 


っ le [ω [ο]. 
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图 B34 


3528 | 1200 | 3600 | 1008 | 1575 | 5880 | 4536 


930 | 3360 | 630 | 504 | 4200 [22680 15126] 


17640| 3150 | 1680 | 1260 | 7560 | 2016 | 36 


2160 | 6048 |11340| 2520 | 560 | 1050 | 2940 


2880 | 5670 | 840 | 5040 | 3780 | 1120 | 2205 


2835 | 280 |10080|12600| 1512 | 1890 | 2240 


1400 | 5292 | 1764 | 6300 | 4032 | 1080 | 1800 


图 B35 


第 四 节 δι 格 图 每 行 9 数 之 积 
都 相等 的 填 数 法 


前 面 我 们 介绍 了 49 格 图 的 填 数 法 ,其 中 第 一 例 是 在 填 好 9 格 
图 、25 格 图 的 基础 上 再 填 外 晨 格 的 数字 的 ,现在 不 妨 仍 在 填 好 49 
格 图 的 基础 上 再 填 81 格 图 。 为 此 ,要 选 的 中 心 数字 豆 的 “分 数 ” 必 
MAAR 49 格 图 的 “分 数 ", 且 要 至 少 加 16 个 “分 数 ”, 才 能 填 入 δι 
格 图 的 外 层 格 ,前 面 49 格 图 的 中 心 数 字 是 216, 这 216 等 于 6°, ΠΠ 
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6) 仅 有 24 个 “分 数 ”, 不 适合 填 81 格 图 ,为 此 ,要 运用 第 一 节 的 “ 求 
T AR 7” 得 到 ;6 的“ 分数” 有 : (1 十 2 十 3 十 4) X4 — 40, 由 此 
得 知 取 中 心 数 为 6* 时 有 40 个“ 分数 ”符合 要 求 ,从 这 些 “ 分 数 ”中 
x. 

4 、324 3 1 l6 81, 8l l6, 1 


πο 1 ιν. 


4 -L χ 8 648 5 
ο. -Ἡ 
又 BT x i iu * | 16 i τοῦς 1 
得 到 m B36 
ES RS ΕΗ E E τε IT 
16 16 9 る 8 27 En 
27 EN EU 3 EN EN ES 
8 24 1 27 54 Η E 
ES μα EN i 36 ER 165 
5 4 2 j 18 i 1 ΠΕΝ 
EN 上 3 3 [4 4 144 
| 3 2 τ. 8. | Ἔ 1 
EN κ. E 工 工 3 1 16 
NE 1 ΝΠ 5 2 ει 
17 T EN 3 i d 132 
1 2 3 1 | 1 72 ュ 
T 4 3 | i8 $ 216 [| i296 
36 | 了 5 1 pi H 1 
EN 24 1 τ $4 d. 1 
27 n 27 4 1 108 $48 
16 is T 5 ES Η moy 
3 1 | 16 81 81 1 | 4 
E Β36 
HE 296 RE B36 各 分 数 ,得 到 图 B37 。 
$4 [419904 | 243 81 | 2304 | 52488 | 13122 | 768 15 
62208 | 139968 | 4374 54 | 34992 | 192 za um 27 
8 162 | 536 | 324 | 5832 | 72 | 46656 | 10368 | 209954] 
9 3456 | org | 432 | 1944 | 2592 | 1728 | 486 | 186024} 
6561 56 | 11664 | 7716 | 1296 | 216 144 | 17496 | 256 
3 | 93312 | 15552 | sag | 864 | 3888 | 108 18 | 559872 
1 § | 36 | sasa | 288 | 23328 | 2916 | 279936 [1679616 
839808 | 1458 | 384 | 31104 | as | 8748 | 69984 | 12 2 
[ise] 4 6912 | 20738 | 729 32 | 128 | 2187 | 26244 
图 537 
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凡是 奇 格 数 的 方形 图 的 填 数 法 ,都 可 依照 以 上 的 方法 去 填 。 
再 分 析 格 数 是 偶数 的 方形 图 的 填 数 法 。 


第 五 节 16 格 图 每 行 4 数 之 积 都 相等 的 填 数 法 


参阅 第 十 四 章 第 四 节 做 图 B38, 使 从 每 行 看 ,者 有 abed 四 数 ， 
即 每 行 4 数 之 积 等 于 sbed 的 乘积 ,图 四 周 12 个 代数 【[ 指 英文 字母 
加 前面 讲 的 一 样 , 帮 要 另 进 适 当 数字 弱 之 ,( 实 际 只 选 6 个 数 , 因 其 
R 6 个 是 对 称 数 ,只 要 把 选 定 的 数 倒 过 来 , 填 人 对 称 格 就 可 以 了 ， 
也 就 是 说 ,二 个 对 称 数 的 乘 数 相 乘 等 于 1, 只 有 如 此 ,才能 使 每 行 4 
数 之 积 仍 等 于 gcg 连 有 乘积, 为 容易 计算 起 见 , 我 们 将 图 的 四 周三 
个 = 分别 乘 以 2,3,4, 并 取 4 的 对 称 数 分 别 乘 以 寺 , 半 ,十 , 如 图 
τς. τα 
ΠΕΠ 


EN a. X2, X3. X4, 
H 
6] | ε 4 4, 
eje εἰκῇ 
ΠΝ 
€ xl, 
2| a E 4 b 1 3 
1 > 2 工 
lta 5 ε d, X F> 
3 
图 B38 


这 时 ,另外 二 个 6 的 腰 数 ,如 果 取 分 数 , 则 取 其 分 母 为 2 或 2 的 
倍数 ,【 也 可 以 取 整 数 ] 这 样 可 使 在 通 分 时 ,最 小 公 倍 数 不 会 太 大 。 
在 左上 角 2 可 取 二 ,因为 它 的 对 称 数 【对 称 角 了 是 <, 而 < 的 乘 数 的 分 


母 是 3, 故 其 对 称 数 取 半 ,同时 又 记 在 图 的 右边 ,如 图 839。 
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l 

3 a, X2, X3, X4, 
μαμα. a bX lox 3, 

b 

d 


e| a d ? 2 
2 b 1 XX. 
1 i i * 3 3 
*"|*]*1*i1*/5 axt, 
3 3 4 
图 B39 
这 时 ,图 Β39 的 上 横行 4 数 可 立 式 填空 , 即 ， 
3 


1 一 
$XC6OX$TX4-1 


τι ο 


Z 88 Bao 的 左 直行 也 立 式 填 室 , 即 


3 1 
$XCOOX2iXT-1 


τα; e 的 对 称 数 d RNR 
miti B4of 例 一 ]: 


1 1 
Loi 
ΝΗ s]. sxazxsxá 
4 € a b 4 3 1 3 
$41 T ὀ XXX 
a < sl|1 i x2,x4 
2 1 ΕἾ μι 
1 d b 2 
て tp gy の メッ ラッテ 
2 3 
图 Β40 
现在 再 计算 图 B40 中 abcd 之 值 
先 从 最 小 整数 取 起 
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WE a= 1, 得 到 a X 2 二 2,a xX 3 二 3,a X 4; 再 到 5 的 最 小 值 , 因 
5 的 乘 数 , 通 分 为 2, 为 了 不 与 a 各 值 重复 .6 应 取 2 的 倍数 , 敵 取 : み 
-10.83]5x d osx 这 一 15 必 X2 一 20; 又 取 c 的 最 小 值 ， 
因 < 的 乘 数 ,分 母 为 3, 为 了 不 与 a。 和 4 各 值 重复 ,c 应 取 3 的 倍数 ， 
故 取 :c 一 18, 得 到 ce X $m sex È = 2e X $o26XRd 
的 最 小 值 , 因 < 的 乘 数 , 通 分 为 4, 为 了 不 和 &,.O\c 各 值 重复 ,4 应 取 
4 的 倍数, 故 取 :4 = 28, 得 到 4d X i =7,d X i =14,d x i - 
31。 最 后 可 得 到 图 B41 ,每 行 4 数 之 积 = 5040, 3X RE 16 格 图 每 行 4 
数 之 积 的 最 小 值 。 


111 6 4 


24 | 1 {1ος aa 


キー・ 
2 | 18 | 28 N 


7 1 29 1 3 | m 
i 


图 B41 
因为 凡是 填 格 数 为 偶数 的 方形 图 都 必须 以 16 格 图 作为 中 间 
16 格 的 依据 , 现 为 方便 以 后 选用 的 需要 , 特 再 填 几 例 :[ 例 二 】 


Bo L 
11 21 
8}. ]α]ε]α | αἱ Χ18, Χ21,Χ 11 
1 31 1 21 11 
als a b 4| Xis' X T3’ XT 
1 1 13 üu 
13 d 5 τα στο στὸ 51 
“ |: d SX XXE 
13 


z|*]*j]1*|*:]& 4 ΧΠ.ΧΠ.ΧΠ 
a 21 
图 B42 

仿 . 上 例 计算 各 值 
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a=1, aX 13=13,a X 21 


21a X 11— 1l, 


1 一 21. 1i. 
b-326, 0X go fb X pm Ab bX ga = 22 
= エー 13 一 ii. 
ο ορ デ 33, 
ニョ エー 13. 2A 
d85.dXip-5 d Xii 65 dX qp — 109. 
每 行 4 数 之 积 = 90090 
| 42 68 3 1i 
38 1 26 105 | 
13 | ms | 55 |] 2 
5 22 21 39 
图 B43 
【 例 三 】 
e 1 
7 19 
ο αλ ε αμ a xanxis xu 
Ἴ BE 1 18 了 
< ο. 
a d i ES i4 ii 
b b ii oxp gas 
4| ba i l 6 13 
i “| XIX7' Xi 
i 13 
图 B44 
仿 上 例 计算 各 值 


a=l,axX12=12,a2X13 


= ES 
t=24,0X iz 


c= exta 


13 


Ίδια X 14 = l4, 


13 7 

= = 2 一 三 

2, b X jz - 36 δΧ g -38, 
12. 14. 

3, ex j3 5 36 e X jg T 43, 

= $. 13 

=4, dX 7 548 d X jg 7 32e 


1 
d= 56, dX 
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每 行 4 数 之 积 = 52416 


26 | 48 | 3 | 14 


az | rg nds: 


图 B45 
(ΠῚ 
5 l 
了 6 
Σ " a c a 7 a,X5,X6.X T 
i cla|5|d t ox lox S. xi 
lai i 5 7 
a c d τε A デュ 7 
5 | . δ ΠΠ πη απ 
1 : 5 
4| a i -|> = XF 
7 $i る LXT X3 
7 
5 6 
图 B46 
仿 上 例 计 算 各 值 
a—i.ax5-5,aX6-—6,a4X7-7. 
= エニ ᾱ- i 
5=10,6 メ ミー2 g= l2 bX g 5l, 
= エー 5$. そこ 
επ ΊδιεΧς δι οκ ーー cecX 1 
1 5 6 
= エニ 323 δω 
d-28 dX 4 cA, d X 4 —20, d X g = HA, 


每 行 4 数 之 积 = 5040 
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12 | 20 

221 | 1 

5 | 18|328，2 

ΝΠ 
图 B47 


由 上 得 知 ,5040 是 16 格 图 每 行 4 数 之 积 的 最 小 值 ,为 什么 呢 ? 
因为 选取 a[5、c.d 也 如 此 了 的 乘 数 时 .1,2.3.4 是 较 小 正 整 数 【 如 果 
选 为 分 数 , 因 其 对 称 数 是 颠倒 母子 数 . 也 就 是 整数 了 , 故 不 妨 假 设 
是 整数 J 因 此 ,选取 乘 以 “的 数 越 小 [ 包 括 这 “的 4 个 乘 数 之 间 的 比 
例 了 则 图 的 每 行 4 数 之 积 越 小 .如 果 选 上 的 乘 数 为 分 数 , 且 它们 之 
ΙΒ 的 比例 较 大 ,分 母 又 不 相同 , 则 每 行 4 数 之 积 会 很 大 ,再 举例 如 
TOES E] 


35. 8 
9 4 
3 T 2 2 4 2 
ilt afe E expXpXET 
10 21 9 
m|:|*|*|2]is ὄχι XS Xa 
z : E 3 42,419 
Ξ a E d Ἴ 3 η 
了 2 
了 | 。 mp 28 11 
7 b | a $ 4 X X SX To 
3 4 
28 E] 
图 B48 
a ΠΗ ER (5.3.7) = 105, 故 得 : 
一 2 1l 2 
a=105,a X $ = 4d. aX y = 140. a X 7 = 80 


5 的 取 值 ,是 28 KRR ATES a ARR ME 


52 3 2 
2 5210,6 x-5 = 126, bX zg — 27 


CMRE SILB? ΒΒ o M EREA ER. 


b= 84, bX 
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zi xi x 之 = «10 
e= ο "189. 2X 5 168, 0 X g 5 120, 


d ESRB I 239410... ορ ΤΗ ΕΑΝ SORGE 


数 , 故 得 : 
2s x2 ΕΝ 
d= 180, d X y = 630, d X — 560, d x = 318 


每 行 4 数 之 积 = 400075200 
126 | 560 | 189 | so 


120 τν 
a2 | 252 | 18 


$30 | 2? | 140 | 168 


图 B49 


9 F 
图 850 
仿 上 例 计 算 各 值 


e よこ 2 EE zl. 
9 42g※ テ Zla X ç = l8, aX 5-38, 


- ros e er το 
b= 196, bX 2 = 56, bX t; = 36, bX 2— 392, 


c= E Tg So 
r そ 4eX3 ニ 6c メ テー の < メ テ ニ 
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ο -snaxicsaxÉ oan 


9 
每 行 4 数 之 积 一 444928 


κ πμ 
56 | 147 | 3 | 18 


6 42 198 3 
2l E 2| wo 
61 36 28 τ] 
图 B51 
{ΒΓΕΙ 
1 1 1 3 1 
ES YqoweXqXx4xa 
Es i > ioxÀ 
3 T bx Xw X3 
4 H e x3 x EX 
i6 2 
4 4. d.X 3" XA. X 3 
d F 
图 B52 
仿 土 俩 计算 各 值 
1 2 1 
- エキ ニッ Em dies 
rax pod. ax i$ aX y can 


E Me de ue 
DAR 6X g νοκ δι bx Se. 


eS 128, cx 3= 384, ex 4 = 512, ex ᾧ = 192, 


d=15, 4x ese d X4 60, dX È = ιο, 


3 
每 行 4 数 之 积 = 8817360 


12 | 80 | 384 | 24 


192 | 96 | 48 | 10 

54 | 128 | 15 | 72 
[s 9 | 32 | 512 
图 B53 


第 六 节 36 格 图 每 行 6 数 之 积 都 相等 的 填 数 法 


38 36 格 图 比 上 面 所 讲 的 各 图 ,难度 较 大 , 它 不 容易 先 确定 每 
行 6 数 之 积 ,仿照 第 十 四 章 第 五 节 的 道理 ,这 个 36 格 图 的 每 行 56 数 
之 积 ,是 等 于 一 个 整数 的 6 次 方 , 外 团 二 个 对 称 数 之 积 是 这 一 整数 
的 二 次 方 ,因此 ,图 中 间 每 行 4 数 之 积 ,是 等 于 这 一 整数 的 4 次 方 
【 即 S, 其 指数 等 于 外 层 行 6 数 之 积 的 指数 的 二 .又 根据 本 章 第 二 
闻 的 道理 ,也 要 查 表 , 选 一 个 有 10 个 < 分数 ”的 整数 ,因为 36 格 图 
的 外 导 共 有 10 对 对 称 数 ;但 又 因为 图 内 每 行 4 数 之 积 等 于 外 层 行 
6 数 之 积 的 指数 的 二 ,那么 ,就 要 选 一 个 16 插图 的 数 来 套 入 ,然而 ， 
很 难 有 一 个 现成 的 一 个 16 格 图 每 行 4 数 之 积 等 于 外 层 行 6 数 之 积 
的 指数 的 3, 回 时 每 格 的 数字 与 外 层 格 的 数字 不 重复 ,因此 ,还 要 
进行 配方 计算 ,所 以 36 格 图 的 填 数 法 ,有 以 下 步 钨 ， 

L AORERE” ου ο 
MERE ACE I “ΑΝ” PER SAAR ENERET NR 
做 为 这 图 上 横行 的 6 数 , 同 理 又 做 左 直行 6 数 连 乘 等 于 1, 并 填 上 
对 称 数 , 即 把 图 的 外 层 格 填 满 

2 适当 侈 一 个 16 烙 图 ,将 其 中 bcd4 数 之 积 与 进行 配方 计 
算 , 就 是 使 这 E πὶ 的 倍数 等 于 abed ZAREN. 

3. 检查 外 层 格 数字 和 16 格 图 数字 的 重复 情况 ,将 2.5.c.d 中 
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有 重复 的 数字 ,分 别 进行 信 大 ,如 果 不 能 满足 这 个 要 求 , 则 再 选 另 
一 个 16 格力 ,重新 进行 配方 计算 ,直至 符合 要 求 为 止 .现在 就 按照 
这 个 步 驳 举 例如 下 : 查 "中 心 数 字 表 " 有 :人 整数 36 的 “分 数 ”有 12 
^: 


1 1 2 1 3 1 1 2 4 1 1 1 
2 3 3 4 4 6 9 "9 1214363 
仿 以 上 方法 得 到 图 854 例 一 
8|1|2|1}3 | 4 
ΕΕ | ΤΕ 
2 8 
9 z 
E 1 
1 EN 
18 " 
1 1s 
回 E 
36 1 
5 ]α]α]ια]ι]ι 
4 1 B H 9 |3 
ー ユ 
图 B54 
选 本 章 第 五 节 16 格 图 例 六 【 即 图 850, 图 Β511 
s oa 
9 2 
Τ 
E Ην ν΄ 4 56 | 147 | 3 | 18 
τε ατελείς 6 | sg |156] 9 
去 | cz 全 21 | 2 | 27 | 392 
ο”... 63 | 36 | 28 | 7 
ΓΝ 
d$ 3 


将 36* 与 图 Β51 中 abed 之 积 进行 配方 ,可 立方 程 如 下 ,其 中 ， 
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Β 36 EP KHER Ρ 是 abcd 要 扩大 的 倍数 。 
(36B)* =F 
42 X 196 X 2 X 27 


s. 36 X 36 X 36 X 36 X B' 368 X B'_ 
42 X 169 X 2 X 27 T 
ABO F-1x36 
因 368--252 故 以 252 箭 36 格 图 (图 B54) 外 层 各 分 数 可 
得 图 B55。 


F 


—T 
756 | 126 | 168 | 21 | 2268 | 336 


189 | 504 | 378 | 3024 | 28 | 84 
レヒ ーー トー Ó— 


图 B55 

因 ”4 值 中 的 21,28 与 36 格 图 外 层 数字 重复 

2 值 中 的 56 536 格 图 外 层 数字 重复 

c 値 中 的 7 — 536 格 图 外 层 数字 重复 

<4 值 中 的 63 与 36 格 图 外 层 数字 重复 
数 a.d 都 要 倍 大 
叉 由 干 が =367X?ー ニ 2X2X2X2X3X3X3X3X7 

先 将 “各 值 乘 以 2, 得 到 的 如 果 与 36 和 格 图 外 层 格 数字 重复 ,就 

HARU 3, 如 仍 有 重复 ,就 改 为 乘 以 4,……，* 如 此 由 小 到 大 ,将 环 
的 因数 轮换 乘 之 ,家 至 不 相 重 复 为 止 ,其 次 又 习 6, 仿 此 方法 ,直到 
得 到 的 与 36 格 图 外 层 数 字 和 新 选 得 的 a 各 值 不 相 重 为 止 …, 最 后 
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HAR o. b.c d 的 四 组 数 的 乘 数 连 乘 等 于 36: x 7, RERO RUE 
16 格 图 。 按 此 方法 ,得 到 :36: X 7 — 14 X AX 6 X 27 
即 :a 滋 以 Và 得 到 新 数值 为 588、294、252、392, 
DRA 4 得 到 新 数值 为 784.224.1344.1568， 
c RA 6 得 到 新 数值 为 12.36.42、18， 
a RI 27 得 到 新 数值 为 729、1701.243,3669， 
最 后 得 到 图 B56 


:756 | 126 | 168 | 21 | 2268 | 336 


56 | 224 | 3969 | 18 | 252 |1134 


1008] 36 | 588 | 784 | 243 | 63 


4536 | 294 | 12 | 729 [1668] 14 


7 |1701] 144 | 392 | 42 | 9072 


189 | 504 | 378 | 3024| 28 | 84 


图 856 

每 行 6 数 之 积 = (6 X 705 = 252° = 256096265048064 

再 党 一例 由 * 中 心 数 字 表 ”得 到 整数 48 有 13 个 “分 数 ”, 仿 上 方法 ， 
填 得 36 格 轿 的 外 层 烙 ,如 图 B57 。 例 三 


ュ ユエ | * | Fri 
8 24 8 4 H 1 
E d 
Y 12 
H 1 
» i 3 
E ει 
EJ 2 
B ES 
1 2 

1] 11] Γι sl 
1 8 3 16 1 


图 g57 
选 第 五 节 16 格 图 例 七 [图 B52, 图 B53] 
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i6 3 

3 1 
1 1 
一 一 io 4 
を | ϱ 5} ΐ 12 | 80 | 384 | 24 
3 ES 
E € a 5 d 3 192 96 48 10 
2 3 
lejeje] s4 [128 | 15 | 72 
| 4} 4} α ES $0; 9 | x | 812 

ως] L 

3 1 

16 3 

48B)* 

(48B) LF, 


96 X 48 X 128 X 15 
48 X 48 X 48 X 48 X B' 3B _ 
得 到 88x48 X 1BX18 — 5 一 
A B=5,F=3X5 


以 48 X 5 = 240 3€ 36 格 图 (图 857) 外 层 的 分 数 得 到 图 B58。 


30 | 10 | 640 | 180 | 3840 | 1440 


2880 20 
720 i 80 
160 360 
480 120 
40 [5760 40 | 320 | 15 | 1920 


图 B58 

16 格 图 中 的 a.b.c 三 数 各 数值 都 不 与 36 格 图 外 层 数 字 重 复 ， 
具有 9 値 中 15、80、10 5; 36 格 图 外 层 数字 重复 , 故 以 d ERA 375 
得 到 新 值 为 5625,2250,3000,3750[ 如 果 有 重复 ,就 将 375 适当 分 
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BURJUPRC, Rabce d Ba b d hasc d S d c bx a dE 


bd Sk c. d] 
最 后 得 到 图 B59, 每 行 6 数 之 积 = 240) = 191102976000000 


30 | 10 | 640 180 | 5849 1440 


2880| 12 |3000| 384 | 24 | 20 


720 | 192 | 96 | 48 |3750| 80 


160 | 64 | 128 | 5625| 72 | 360 


480 | 2350| 9 | 32 | 512 | 120 
40 15760] 90 | 320 | 15 | 1920 


图 B59 


第 七 节 64 格 图 每 行 8 数 之 积 都 相等 的 填 数 法 


这 一 节 的 填 数 法 ,也 局 上 节 一 样 ,只 不 过 是 外 围 第 一 层 每 行 8 
数 之 积 等 于 一 个 整数 的 8 次 方 ,第 二 层 每 行 6 vA EE E 
数 的 6 次 方 ,内 边 16 格 每 行 4 数 之 积 仍 等 于 同一 整数 的 4 次 方 .由 
于 64 格 减 去 中 间 16 格 后 ,外 二 层 共 48 格 ,也 就 是 24 对 对 称 数 , 故 
在 “中 心 数 字 表 ” 中 选择 这 一 整数 要 有 24 PIR 24 ^ DLEY 4H" 
才能 适合 填 64 格 图 ,也 同上 节 一 样 , 选 得 180 这 个 整数 ,并 取 它 的 
“分 数 ” 做 图 Beo, 
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1 3 2 9 4 1 10 1 
2 1 3 2 3 15 1 4 
3 4 5 10 H 18 1 5 
5 5 2 3 8 1 20 3 
FEN FS 
6 36 5 5 
30 | 18 55 
8 5 18 20 
15 2 


| 
き に 
z 
-[5} ela 


12 20 2 3 6 1 5 5 
5 1 5 19 1 18 4 12 
£lai[s|zis|slianlz 
1 E] 2 9 4 l 10 H 
图 B60 
选 第 五 讲 16 格 图 例 六 [图 B50.[8 お 51】 进行 配方 ， 
es 
9 2 
2 3 , 
τ b d e a 7 56 147 3 18 
3 l 
て e a b d ES 6 42 196 9 
2 
号 a € d b Y 21 3 27 392 
了 了 | 
* 4 b a € T 63 36 28 T 
3» i 
49 3 
m 180Β)4 
; (1808) F 


42X196X2X27 一 
180 x 180 X 180 x 180 x B‘ _ 5: x 180? x B' 
42 X 196 X 2 X 27 7 n 


M B] F—7X5 X 180, ΧΗ 180 X 7 — 1260, 故 以 


F 
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1260 乘 64 格 图 (图 860) 外 一 .二 层 的 分 数 可 得 图 B61 
630 | 3780 | 840 | 5670 ο 84 |12600| 315 
| 


756 | 1008 | 3150 | 4200 | 210 '22680| 63 | 2100 
ー ー μμ... トー 
1050 | 175 3072 ， 1512 
+ - 
2800 | 4536 j 350 ; 567 
2835 | 9450 1 168 | 560 
— E i4 
15] 21 | 75600|15120 


3024 |25200| 504 | 378 | 1660] 70 | 1575 | 525 


5040 | 420 | 1890 | 280 | 945 |18900| 126 | 2520 


图 B61 
因 adis 21 5 64 格 图 外 二 层 的 数字 重复 
d “ΠΒ 63 与 64 格 图 外 二 层 的 数字 重复 
b cH SU Ss 64 格 图 外 二 层 的 数字 重复 ; 故 只 须 将 玉 
一 7X 5 X180: 适 当 分 为 二 个 因数 ,分 别 乘 < 值 和 4 值 各 数 , 即 : 
7 X 8' X 180° = 5670000 = 70 x 81000 
以 70 乘 < 各 值得 :2940,1470,1260,1960 
以 81000 3& d 各 值得 :2187000 5103000 729000 11907000 可 
填 成 图 B62 ,每 行 8 数 之 积 = 1260* 
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Τ P 
| 9 3780 B40 5670 1680 84 12600 315 
| 
756 1008 3150 4200 210 22680 63 2100 
1050 175 56 11907000 3 1260 9072 1512 
» ] 
2800 4536 6 2940 196 729000 350 $67 
2835 9450 1470 2 2187000) 392 168. 560 
108 21 5103000 36. 1960 7 75600 15120 
3024 25200 504 378 7560 70 1578 525 
5040 420 1890 280 945 18900 126 2520 
图 B62 


第 八 节 ”100 格 图 每 行 10 数 之 积 都 相等 的 填 数 法 


100 格 图 的 填 数 法 , 仍 可 在 填 64 格 图 的 基础 上 再 填 外 层 格 ,但 
必须 选择 这 个 整数 ,有 42 个 “分 数 ,同时 又 必须 包括 原 64 格 图 中 
那些 分 数 ,因原 64 糙 图 的 整数 是 180, 因 此 ,只 有 移 180 的 倍数 ,如 
REH 360, 先 用 本 章 第 一 节 * 求 了 公式 ”测试 360 有 多 少 个 “分 
数 ”， 

因 360 = 2 X 3 X 5 = PiPPa HAR? E Pie = Pyt x PC = 
Pae Gy — 0-1 

如 以 Poc = PoPiP:( 即 2X3X5=90) 则 有 1 十 3 十 3 X2 一 
22^ T 

以 c= 一 PiPs( 妈 3: X5=45) 则 有 1 十 3x2 二 ?7 个 
将 其 代入 求 *T” 公 式 7 可 得 到 360 的 有 52 个 ,也 可 按 求法 得 : 

256 


即 先 将 (PPIP,)? = ΡΗΡΙΡ ΒΗ AARS 


[8 十 6)(t t D2 + D 52 个 ， 
并 按 “ 求 工 方法 ” 列 出 这 52 1743 fa ri 1 2 1 3,1, 


2'3'3'4 
1 2 4 5 8 1 3 9 


2 3 4 1 5 1 3 5 

5'5'5'6'6'8'8'8'9'9'9'9'9'10'10' 10' 12712" 
ユエ 2 4 8 1 5 1 3 9 1 5 1 1 5 1 3 9 
15'15'15' 15" 18' 18' 20' 20' 20' 24' 24' 30' 36 ' 36' 40 40 40" 


1 2 4 8 1 151 1 1 1 
45'45'45'45'60' 72' 72 90' 120' 180" 355 19528) ' 减 去 原 64 格 


图 已 用 去 24 个 , 尚 存 28 个 如 下 : 
1 1 3 5 1 5 8 9 4 8 3 1 5 1 1 1 3 9 


1 2 4 8 1 5 1 1 1 1 


15'45'15'45' 72 72 90 120' 180 ' 360" 

8.10, 8 8 1 .245 
BRDx EEES: uxixtxíxixi X3 
s 100 Εμ τας 10 个 数字 ,又 选取 
15 き 48. 2 45、3 10, 8 
8 δ qXdX Χλτο 3X $7 


" 100 "— 10 个 数字 ， 
再 选用 本 章 第 五 节 16 格 图 例 六 {图 850, 图 BSI 进行 配方 。 


-ι 


357 


| 2e| ls lf 
5 1 5 10 1 18 
1 i 3 2 E 15 
1 3 | 2 9 4 1 
i 
s 3 
9 2 
T 
3 à | 
fala ο] 4 | 3 ss [ie | 3 | 18 
L. - ー 

3 1 
ij. " ES 
1 a Ε΄ 3 ^ 42 196 9 
1 mE 2 ! 
a e d b 工 21 2 27 382 
了 
a | エエ 53 536 | 28 | ? 
3 j ? | o 

9 2 

49 E] 


连同 第 七 节 64 格 图 的 数 做 成 图 B63 
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ο... 24 | 5 
5 | 9 8 ΜΗ 
9 | を 1 10 1 5 
2 3 15] 1 4 1 1 
0 fal E 
3 1 [30] 3 5 
[55 [ο [ας 
5} 5 | ὁ 
185] 911 
i | 18 | 20 | 45 
2 | i 
i 15| 9 | z 
s [12 | 4. 
1 1 45 
---ᾱ-. Jj 
n B 
10 f 1 4 
2|3] 1 
9 4 10 
5 | 8|45|5|.1 | ἃ 
9 8 4 | 1 24 15 
ΕΙ Β63 
ー (360B): 
F 


"42X196X2X27 
町 360 X 360 X 360 x 360 X f _ 10° X 360" x B! 
42 X 196 X 2 X 27 T 
B= TF = 10 x 380 X 1, 


XE 360 x 7 = 2520 故 以 2520 RE B63 中 的 分 数 可 得 图 B64 
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4725 | 6720 | 2800 | 567 [4536 | 2240 | 672 | 315 |60480 1575 
i —] 


504 | 1260 | 7560 | 1680 |11340| 3360 | 168 [256200 530 [12600 


526 | 1512 | 2016 | 6300 | 8400 | 420 |45360| 126 | 4200 112096. 


448 | 2100 | 350 181441 3024 |14175 
Ε 14406 5600 | 5072 700 | 1134 | 56 
112 | 6670 [189007 l 336 | 1120 |56700| 


5ο] 210 | 42 15120030240! 224 


378 | 6048 |50400| 1008 | 756 |15120| 140 | 3150 | 1050 116800) 


33600|10080| 840 | 3780 | 560 | 1890 37800| 252 | 5040 | 189 


| 1 
432] 946 | 2268 |11200| 1400 | 2835 μμ 105 [pe 


图 B64 
因 :16 格 图 的 a 值 中 有 42 5s 100 格 图 外 三 层 数 字 重 复 ， 
16 格 图 的 5 值 中 有 56 与 100 格 图 外 三 层 数字 重复 ， 
而 < 和 < 值 没有 与 100 格 图 外 三 层 数字 重复 ， 
T ELE F = 10* x 360* X 7 = 90720000 适当 地 分 为 二 个 因数 ， 
A IE ab 各 数 ,经 计算 并 对 照 各 数字 后 可 取 ; 
90720000 一 45000 X 2016， 
以 45000 IR a 各 債 得 到 11890000, 810000 
1260000, 945000 
以 2016 乘 总 各 值得 到 ;395136,790212， 
72576,112896 
可 填 成 图 65。 毎 行 19 数 之 积 — 25207 


0 
0 
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] ] 


4725 | 6720 | 2800 | 567 | 4538 |2240 | 672 | 315 |60480| 1575 


soa | 1290 | 7560 | 1680 |11340| 3360 | 168 |25200| 630 12600 


525 | 1512 | 2016 | 6300 | 8400 | 420 453601 126 | 4200 [12096: 


448 | 2100 | 350 [12898 147 | 3 183000018144] 3024 [14176 


L13400 5600 | 9072 | 6 Pasoood39513d 9 | 700 |1134 | 56 
μα. 


112 |5670 |18900845009 2 ; 27 90273 336 | 1120 |56700 


28350) 210 | 42 | 63 |T2576]260000 7 (151200 30240| 224 
į 


378 | 6048 |50400| 1008 | 756 15120] 140 | 3150 | 1050 |16800 


33600 10080| 840 | 3780 | 560 | io 37800| 252 | 5040 | 189 


4032 | 945 | 2268 11200 1400 | z835 9450 |20160| 105 | 1344 
1 


图 Β65 
习题 
1. 将 前 面 第 十 四 章 习题 第 10 题 至 第 21 题 的 填 图 要 求 改 为 每 


或 每 加 图 】 数字 之 积 都 相等 ,但 不 强求 数字 为 连续 数 。 
2. 将 下 面 各 图 填空 ,要 求 每 行 数字 之 积 都 相等 。 


64 18 20 


图 8 题 2 图 五 题 3 
[I 
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1 
ΜΙ B 70 i 84 
L- | トー t 
图 五 题 4 图 B 题 5 图 B 题 6 
Γ 91 102 108 η 
7l t 
mrar [1n E Ugo 
/ 
αν V ^a. 
. - 7 E 
ZI Ç 
LV NL 
ως ο; MRE) Inge 2 


ET 
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IRR 


BES 


7] η 
9 4 2 128 
} 1 
1 
] i 
E BE 图 互 题 17 B BRE IS 
Τ Τ 
6 ja 3 
12 ] 18 
108 
} 
Ε 5 ΒΕ 19 Β B 38 20 ΒΗ BEI 
i m 14 
- p し --} - - 
28 j 16 36 
| 
Η Bii 22 图 B 题 23 图 B 题 24 
ΠΝ ΠΝ 
| | 
了 Τα " 10 
し L 
H | 18 
| -H 
图 8 题 25 图 B 题 26 图 B 题 27 
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| | § 
| 18 HN 4 
T 
ad 
| 
BIB ΒΙ 28 BI B ΒΒ 29 
8 | eo τ 6 
ma | 
20 | 180 EM 
ΕΙ B ΒΒ 30 E ΒΒ 31 
338 | o [2028] 36 | 16 | 
6 | 1014 2 i 225 | 60 
m 52 oo | 39 | 1 
26 | 234 | 15 "m p 
elr ea | T 
i 
El BE 32 ΕΙ BE 33 


315 | 7o | 735 | 180 | 980 | 30 TT 
35 ] 1260 20 (10800 60 [14641 
lswf Την L3 σα 
9940 15 fszod 2 
E EE 2205 3319 540 
(sni 630| eo | 246] 45 |140 Γ 
Fg B fL 34 ΕΙ ΒΒ 35 
ο] | 1764 5 ση 9 m 4 |576| 5 |800 
e | | | ση 450 
| [195 | は 410! ] [225 Γ 2 |1440 ος | 
49 5300] 4 στο 90 [2490 288 50 8 
kaosd a | 10 |7200| 24 1800 
2205] 7350 | 160 [ IES 
L- --- 
1822] 149% 18 |1600 3 13600 25 |2880| 16 
24 432 


32 ΒΙΒΗΟΕ 54 图 B 题 39 


五 角 皇 图 五 个 顶 角 、 五 个 交叉 点 ,中 间 五 点 .每 行 五 点 ,它们 
的 五 数 之 积 都 相等 。 
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21 


των 

A-A ΟΛ, 人 
9 - 
MAN 


" 
4 
图 B 题 42 
9477 
i 192 
06 | 
. T 的 
1280 


27— AN ーー16 
M | 
< > 


λα. この 


5 
图 B 题 45 图 B 题 46 


1296— 972- 216 48— 36 


IBRAT BIB48 


图 B 题 47 Β 888 18 

， δν 如 取 以 下 各 数 为 方形 图 的 中 心 数字 [方形 图 要 求 每 行 数字 
之 积 都 相等 】 试 运用 * 求 了 公式 ”和 查 表 【 方 形 图 中 心 数字 表 了 计算 
出 这 些 数字 各 有 多 少 个 了 ,可 选 为 对 称 数 们 请 先 参阅 第 十 五 章 第 
一 节 后 才 作 此 题 

500,576,625,686,700,840, 

975,1001,2310,6859, 

を 用 “ 求 工 法 "将 以 下 各 数 的 “分 数 ” 列 出 来 ,并 用 " 求 了 公 
式 ” 测算 检查 有 否 遗 泼 或 错 列 .【 请 先 参阅 第 十 五 章 第 一 节 后 才 作 
E: | 
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416,420,456,480,501,3888。 
5. 由 301 至 400, 哪 些 数 是 有 40 个 T?17 个 T?37 个 了 和 请 先 
参阅 第 十 五 章 第 一 节 后 才 作 此 题 】 


第 十 六 章 ” 特 加 讲 题 


为 了 增加 青少年 读者 的 学 习 兴趣 和 扩大 甚 思维 境界 ,同时 也 
是 为 了 锻炼 和 发 挥 其 推理 能 力 , 特 再 选 几 个 课题 进行 分 解 。 


第 一 节 HERE 


有 一 只 花猫 , 按 以 下 图 ,由 底层 按 数 字 顺 序 寻 捕 老 鼠 , 回 程 出 
掖 数字 逆序 ,每 层 两 端点 外 都 有 一 只 老鼠 ,老鼠 按 内 斜 线 来 回 走 
动 , 猫 和 老鼠 入 图 后 都 不 再 出 图 外 ,它们 行走 速度 如 表 , 狂 和 老鼠 
站 在 图 外 的 一 点 上 ,已 知 由 图 外 这 一 点 到 入 图 第 一 点 , 猫 和 老鼠 所 
需要 的 时 间 ,分 别 和 图 内 每 到 达 一 点 的 时 间 相 等 ,现在 猫 和 老鼠 同 
在 夜间 零 时 从 图 外 这 点 上 开始 行动 , 试 算出 猫 最 早 抓 住 老鼠 的 时 
闻 和 点 位 。 


6987 ΒΜ|5 SR 
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我 们 将 猫 第 一 次 到 达 的 各 个 点 位 叫 原 点 位 [如 图 中 的 点 位 和 
数字 1, 因 有 20 个 点 , 故 有 20 个 点 位 , 猫 每 分 钟 走 一 个 点 位 , 依 题 
意 原点 位 上 的 数字 ,就 是 猫 第 一 次 到 达 这 个 点 位 所 需要 的 时 间 ， 
【 也 是 这 点 位 的 号 位 了 ,由 分 析 得 知 , 猫 的 行程 有 丙种 情况 ,第 一 种 


是 按照 原 去 的 路 程 逆 回 走 , 例 如 猫 从 


图 外 走 入 


图 内 , 沿 顺序 走 到 


20 号 位 后 倒 回 到 17 号 位 的 总 共 时 间 就 是 20 X 2 一 17 = 23; 第 二 


269 


种 是 去 程 从 某 一 点 位 起 , 走 完 第 20 号 位 , 倒 回 1 号 位 再 到 某 点 位 
所 需要 的 时 间 ,例如 这 某 点 位 是 17 号 位 , 即 由 17 号 去 到 20 号 倒 回 
1 号 再 到 达 17 号 , 共 需 时 间 是 (20 一 1) x 2 = 386. Hu EGERIT E 
行程 时 间 公 式 应 分 为 去 程 和 回程 , 即 ， 

回程 时 间 — 20 x 2 一 原点 位 十 (20 一 1)2k， 

去 程 时 间 = 原点 位 十 (20 一 1)2k 

HP R= 60.1,23…… 

至 于 老鼠 的 行程 时 间 , 也 分 为 去 程 和 回程 凋 种 公式 , 因 老 鼠 活 
动 的 点 位 和 点 的 数量 各 自 不 同 ,行动 速度 也 不 同 , 因 此 , 猫 要 抓 到 
老鼠 ,就 要 计算 出 猫 和 老鼠 相遇 在 这 一 点 位 的 共同 时 间 ,现在 分 别 
计算 如 下 


1 号 老鼠 活动 的 点 位 和 次 数 
1,3,™ --1 + 2a 
2,4 -2 十 2a( 实 则 2a) 


以 上 的 点 位 表示 1 号 老鼠 活动 的 点 位 ,点 位 旁边 的 数字 ,表示 
它 到 达 这 点 位 是 第 几 次 ,每 到 达 一 点 位 需要 2 分 钟 , 故 旁 边 数字 乘 
以 2, 就 是 它 到 达 这 点 位 的 时 间 ,接着 写 的 是 它 到 达 这 点 位 的 次 数 
的 计算 公式 ,其 中 a 二 0,1,2,…, 例 如 它 第 2 次 到 达 1 号 点 位 是 3， 
则 1 十 2 X 1 = 3(a = 1), 其 余 类 推 ,次 数 是 连续 计算 的 [以 下 均 
ΕΙ 
猫 到 达 1 号 老鼠 活动 的 点 位 和 时 间 
11,29,49,67,… ,去 程 公式 ;11 十 38&, 回 程 公式 29 十 384 
2,38,40,76,…, 去 程 公式 :2 + 38&, 回 程 公 式 8 を 
以 上 的 点 位 表示 猪 到 达 1 号 老鼠 活动 的 点 位 ,点 位 旁边 的 数 
F, 表示 它 到 达 这 点 位 是 第 几 点 次 ,因为 每 到 达 1 点 位 用 1 分 钟 ， 
故 这 数字 也 表示 时 间 , 接 着 写 的 是 它 再 到 达 这 点 位 的 计算 公式 [以 
后 每 个 老鼠 和 猪 到 达 的 点 位 和 时 间 所 画 的 图 和 点 位 旁边 的 数字 和 
公式 都 是 间 此 表示 ,不 须 再 装 述 】。 
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因为 1 号 老鼠 每 到 一 个 点 位 需要 2 分 钟 ,那么 , 它 所 到 达 11 号 
位 的 时 间 就 是 251 十 2e), 它 所 到 达 2 号 位 的 时 间 就 是 2 X 24,. 而 猫 
要 抓 到 1 号 老鼠 ,就 是 在 同一 时 间 问 一 点 位 上 相遇 ,如 果 在 11 号 
位 相 过 ,其 时 间 则 由 下 列 方程 式 求 出 : 

B 20 + 2a) = 11 + 384 Φ 

和 20 + 2a) = 29 + 38k © 
如 果 在 2 号 位 相 週 , 基 時 同 別 由 下 列 方 程 式 求 出 : 

HB 2x2a= 2 十 38k Θ 

和 2X2a==38& Φ 

以 上 四 式 是 不 定 方程 , 求 取 最 小 正 整数 解 。 

现 分 别 演 解 如 下 : 

由 全 整理 :4a 一 9 二 38， v (38.4) 一 289... 此 式 无 整数 解 
由 国 整 理 :4z 一 27 十 38，…(38,4) 一 2127, 7. 此 式 无 整数 解 
由 全 整理 :2e = 1 19&， 

由 本 书 第 一 部 分 的 第 一 章 第 二 节 ( 四 ) 和 上 式 可 解 得 

k= 1 ,将 其 代入 2 十 38 得 到 40 
由 ① 整理 :2a = 19k, 辐 理解 得 一 2, 将 其 代入 384 得 到 76, 不 能 
Rk 一 4 一 0, 因 为 等 于 0 表示 它们 尚未 开始 行动 。 

由 上 得 知 , 猫 在 40、76 二 个 时 间 都 能 抓 住 1 号 老鼠 ,但 40 较 
小 , 即 在 当夜 零 时 40 分 第 二 次 去 程 时 间 在 第 2 号 位 上 抓 住 1 号 老 
R. 


2 号 老鼠 活动 的 点 位 和 次 数 
145,5, l 4a 
去 程 公式 2 十 4a, 回 程 公式 4a 
3.3.7, 8 十 4a 


WENA 2 号 老鼠 活 动 的 点 位 和 时 间 
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12.28。…… 去 程 公式 12 十 38k, 回 程 公式 28 十 38& 


10,80 の me REAA 10 十 38% 回 程 公 式 30 十 384 
3,37, 去 程 公式 ”3 十 38&, 回 程 公式 37 十 38k 
仿 上 例 有 以 下 方程 ; 


3 + 44) = 12 + 38k 此 式 无 整数 解 
31 + 4a) = 28 + 386 此 式 无 整数 解 
324a) — 10-386. 解 得 4 一 4 将 其 代 人 10 十 38& 得 162， 
3(2-F4a) — 30-- 38k 解 得 上 一 0 将 其 代入 30 十 38 得 30， 
3(44) = 10 +384 解 得 二 1 将 其 代入 10 十 386 (8 48. 
3(4a) = 30 + 38k 解 得 二 3 将 其 代入 30 十 38 得 144， 
803 十 4a) 二 3 十 384 解 得 = 3 将 其 代入 3 十 38 得 117， 
3(3-F4a) — 371-384 解 得 二 4 将 其 代入 37 十 384 得 189， 
猫 有 6 个 时 间 [ 如 上 ]】 能 抓 住 2 号 老鼠 , 取 最 早 时 间 是 零 时 30 
分 第 一 次 回程 时 间 在 第 10 号 位 上 。 
3 号 老鼠 活动 的 点 位 和 次 数 
1 7,.7， 1 + δα 
去 程 公式 :2 十 6a, 国 程 公式 ;6a 
E 去 程 公式 :3 十 64, 回 程 公式 5 十 δα 
44.0, 4 + 6α 


猫 到 达 3 号 老鼠 活动 的 点 位 和 时 间 
18,22, 去 程 公式 :18 十 38&, 回 程 公式 :22 十 38k 
13,22,» 去 程 公式 :13 十 38&, 回 程 公式 ;27 十 38k 
9,31, 去 程 公式 :9 十 38&, 吏 程 公式 ;31 十 38k 
4,36. 去 程 公式 :4 十 38&, 回 程 公式 ;36 十 385 


仿 上 例 有 以 下 方程 : 
41 十 6e) = 18 + 38k 
上 式 的 解法 ,可 用 本 书 第 一 部 分 第 一 章 第 二 节 ( 五 ) 的 方法 解 得 , 
= 11, 将 其 代入 18 十 384 18:436 
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441 十 6a) = 22 十 38%, 解 得 : ょ = 9, 将 其 代入 22 十 38 得 364， 

4(2 + δα) 二 13 十 384 ”此 式 没有 整数 解 

4(2 + 6a) = 27 + 38k 此 式 没有 整数 解 

4(6a) = 13 十 38 ERRAR KR 

4(6a) = 27 十 38k ”此 式 没有 整数 解 

4(3 十 6a) 一 9 十 38 ”此 式 没有 整数 解 

AG 十 6a) = 31 十 38k ”此 式 没有 整数 解 

4(5 十 6a) 二 9 十 38; 此 式 没有 整数 解 

4(5 十 64) 一 31 十 38& ”此 式 没 有 整数 解 

4( 和 4 十 62) 二 4 十 38k 解 得 & 二 6, 将 其 代入 4 十 38k 得 232 

4(4 十 64) = 36 + 38k 解 得 一 2, 将 其 代入 36 + 385 18 112 
猫 有 4 个 时 间 均 可 抓 到 第 3 号 老鼠 , 取 最 早 时 间 是 112 分 , 即 

当夜 1 点 52 分 第 三 次 回程 时 间 在 第 4 号 位 上 。 


4 号 老鼠 活动 的 点 位 和 次 数 
.99 1 十 8a 
2,8,10, 去 程 公式 :2 + δα, RAR: 8a 
3,7,11,° 去 程 公式 :3 十 8a, 回 程 公式 ;7 十 8a 
4,612, 去 程 公式 :4 十 8e, 回 程 公 式 :6 十 8a 
5,5,13， 5 + 8a 


猫 到 达 4 号 老鼠 活动 的 点 位 和 时 间 
去 程 公式 :19 十 38&, 回 程 公式 :21 + 384 
去 程 公式 :17 十 384, 回 程 公 式 :23 十 384 
去 程 公式 ;14 十 38 ぁ , 回 程 公式 。26 十 38k 
去 程 公式 :8 十 38&, 回程 公式 :32 十 38& 
去 程 公式 :5 十 38k, 回 程 公式 :35 + 38k 
仿 上 例 有 以 下 方程 
51 十 8a) 一 19 十 38k 解 得 £==7, 将 其 代入 19 十 38k 得 285 
5(1 + 8a) =21 38 解 得 = 二 8, 将 其 代入 21 + 38449 325 
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5(2 + 8a) = 17 + 38&. 此 式 没有 整数 解 
503 8a) = 23 + 38k 北 式 没有 整数 解 
5(84) = 17 + 38k ”此 式 没 有 整数 解 
5(8a) = 23 十 38# ”此 式 没 有 整数 解 
5(3 十 84) = 14+ 38 ”此 式 没 有 整数 解 
5(3 + δα) = 26 > 38k 此 式 没有 整数 解 
5(7 十 Ba) = 14 十 38k 此 式 没有 整数 解 
50-842) = 26 十 38# 此 式 没有 整数 解 
5(4 + 8a) 二 8 十 38k 解 得 上 一 14 将 其 代入 8 十 3 引得 540 
5(4 十 8a) 一 32 十 38k 解 得 上 一 6 将 其 代入 32 十 38 得 260 
5(6 + 8a) = 8 + 384 解 得 二 9 将 其 代入 8 十 38% 得 350 
5(6 r 8a) — 32 +38} 解 得 £= 1 将 其 代入 32 十 38 得 70 
5(5 + 8u) = 5 +384 解 得 二 10 将 其 代入 5 十 38k 得 385 
5(5 + 8a) 一 35 十 38k 解 得 & 一 5 将 其 代入 35 十 388 (8 225 
猫 有 8 个 时 间 均 可 抓 到 第 4 号 老鼠 , 取 最 早 时间 是 70 分 , 即 当 
夜 1 点 10 分 第 二 次 回程 时 间 在 第 8 号 位 上 。 
5 号 老鼠 活动 的 点 位 和 次 数 
1 + 8a 
去 程 公式 :2 十 8g, 回 程 公式 :8g 
去 程 公式 ;3 十 ga, 回程 公式 :7 十 δα 
去 程 公式 ;4 十 ga, 回程 公式 :6 十 δα 
5 + δα 
猫 到 达 5 号 老鼠 活动 的 点 位 和 时 间 


20,20,58, ^ 20 十 38& 
117,23,55,- 去 程 公式 :17 + 38k, 回 程 公式 ;23 十 38k 
13,27,51, 去 程 公式 :13 十 38A, 回 程 公式 :27 十 386 
10.30.48, 去 程 公式 ;10 十 38k, 回 程 公式 ;30 十 38k 
2,88,40, 7 去 程 公式 :2 38b ,回程 公式 ;38A 
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仿 上 例 有 以 下 方程 : 
91 + 84) = 20-- 38k. Mk= ΠΙΑ 20-7 34 ij 21} 
2(2--8a) = 17 --38& 此 式 没有 整数 解 
302 + δα) = 23 3δὲ 此 式 没有 整数 解 
2(8e) = 17 十 38 ”此 式 没有 整数 解 
2(84)--23 -38k 此 式 没有 整数 解 
2(3 + 8a) = 13 +38 此 式 没有 整数 解 
2(3 十 8a) = 27 +384 此 式 没有 整数 解 
201 + ga) = 13 十 38 ”此 式 没有 整数 解 
260 十 δα) = 27 +38 ”此 式 没有 整数 解 
2(4 十 84) = 10 + 38k 解 得 一 5 将 其 代入 10 十 38 18 200 
2(4 + 8ga) = 30 + 38k 解 得 关 一 7 将 其 代入 30 十 38& 得 296 
2(6 + 8a) = 10 + 38k ÍF k= 3 将 其 代入 10 + 38k 48 124 
2(6 + 8a) — 30 + 384 解 得 上 一 5 将 其 代入 30 十 3 引得 220 
2(5 十 8a) = 2 384 解 得 X= 二 4 将 其 代入 2 小 38k f 154 
246 + 8a) = 384 SEE = 7 将 其 代入 38 得 266 

猫 有 7 个 时 间 均 能 抓 到 第 5 号 老鼠 . 取 最 叶 的 时 间 是 124 分 
即 当夜 2 点 零 4 分 第 四 次 去 程 时 间 在 第 10 号 位 上 。 


6 号 老鼠 活动 的 点 位 和 次 数 
1.7, 1 + 6a 
s 去 程 公式 :2 十 ba, 回程 公式 :6a 
3,5. 去 程 公式 :3 十 6e ,回程 公式 :5 十 θα 


m Μπο 4 4 θα 

猫 到 达 6 号 老鼠 活动 的 点 位 和 于 间 

16,24,54,… ”去 程 公式 :16 十 388 ,回程 公式 :24 十 38 

un 去 程 公式 :14 十 38&, 回 程 公式 :26 十 384 

9,31.47,… 去 程 公式 :9 十 384, 回 程 公式 ;31 十 38k 

κα 去 程 公式 ;3 十 88 回程 公式 ,37 十 38& 
275 


仿 上 例 有 以 下 方程 ; 
30-60 = 16 十 38k 此 式 没有 整数 解 
3(1 + 6a) = 24 十 38 此 式 没有 整数 解 
3(2 二 6a) -- 14 --38ὲ 解 得 t= 二 5 将 其 代入 14 十 384 得 204 
3(2 + 6a) 一 26 十 38k 解 得 x 一 8 将 其 代入 26 十 384 得 330 
βίδα) -- 14 + 384 解 得 k= 二 2 将 其 代入 14 + 38k (8 90 
βίδα) = 26 十 384 MIRR = 5 将 其 代入 26 + 38k 18 216 
363 + 64) 一 9 十 38k 解 得 £ 二 0 将 其 代入 9 十 3 婚 得 9 
3(3 十 64) = 31 十 38k 解 得 上 一 7 将 其 代入 31 十 38 得 297 
3(5--62):- 9-- 38k HIRR — 3 EHAA 9 + 38k (8 123 
3(5 + 6a) = 31-- 38k. 解 得 二 1 将 其 代入 31 十 38k 得 69 
3(4 十 64) 二 3 十 38k 此 式 没有 整数 解 
34 十 62) — 37 + 38k 此 式 没有 整数 解 
猫 有 8 个 时 间 均 能 抓 到 6 号 老鼠 , 取 最 早 时 间 是 8, 即 当夜 堆 
时 9 分 第 一 次 去 程 时 间 在 第 9 号 位 上 。 
7 号 老鼠 活动 的 点 位 舱 次 数 
1,5,5, ἘΠΕ 4a 
2,4,6,… ”去 程 公式 :2 十 4 回程 公式 da 
3,3,7… 3 十 4a 
猫 到 达 7 号 老鼠 活动 的 点 位 和 时 间 
15;25,53,… ”去 程 公式 ;15 十 38#, 回 程 公式 :25 十 384 
8,32,46,… ”去 程 公式 :8 十 38k, 回 程 公 式 :32 十 38k 
4,36,42,… ”去 程 公式 ;4 十 384。 回 程 公 式 ,36 十 384 
仿 上 例 有 以 下 方程 ; 
401 + 4α) = 15 十 384 此 式 没有 整数 解 
4 + 44) -- 35 1-38; 此 式 没有 整数 解 
4(Q + 4a) 二 8 十 38k AIRA 0, 将 其 代入 8 十 384 得 8 
46 - da) = 32 + 384 BUS E = 4. 将 其 代入 32 + 38& 得 184 
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4(44) = 8 + 384 {6 86-- 4, 将 其 代入 8 十 38& 得 160 
Alda) = 32 十 384 4184 — 0, 将 其 代入 32 十 385 得 32 
4(3 十 4a) 二 4 十 38k 解 得 二 4, 将 其 代入 4 十 38k 得 156 
4(3 十 44) = 36 + 38k 解 得 一 4, 将 其 代入 36 + 384 18 188 

猫 有 6 个 时 间 均 能 抓 到 第 τ 号 老鼠 , 取 最 旱 时 间 为 8 分 , 即 当 
AFN 8 分 第 一 次 去 程 时 间 在 第 8 号 位 上 。 

8 号 老 上 鼠 活动 的 点 位 和 次 数 
[1.3.7 1 θα 
άν 2 十 22( 实 2a) 
猫 到 达 8 号 老鼠 活动 的 点 位 和 时 间 
7,33,45,…' 去 程 公式 :7 十 38 ぁ , 回 程 公式 、33 十 38& 
5,35,43,… 去 程 公式 :5 + 38k, 回 程 公式 :35 十 38k 

仿 上 例 有 以 下 方程 : 

5 + 2a) = 7 + 38k, RR (S k = 1 将 其 代入 7 十 38k 得 45 

SQ + 2a) = 33 + 384, KÍF k = 4 HARA 33 + 38k {5185 

5(2a) = 5 + 38&, 此 式 没有 整数 解 

5(2a) = 35 十 38k, 此 式 没有 整数 解 

猫 有 2 个 时 间 均 能 抓 到 第 8 号 老鼠 ,到 最 早 时 间 是 45 分 , 即 当 
夜 零 点 45 分 第 二 次 去 程 时 间 在 第 7 号 位 上 。 

至 此 ,全 部 8 只 老鼠 都 被 猫 抓 住 。 

这 一 节 主 要 目的 是 培养 学 者 对 数 题 的 分 析 能 力 ,使 其 明白 猫 
要 抓 到 老鼠 ,就 是 求 猫 鼠 相 届 的 时 间 和 点 位 。 但 这 不 同 于 时 钟 中 的 
长 短 针 相 重 ,也 不 同 于 在 同一 圆周 上 相 背 而 走 的 相遇 ,因为 猫 鼠 的 
行程 不 同 ,但 行程 有 交叉 点 , 猫 要 抓 到 老 局 .必须 相 碰 在 这 个 交叉 
点 上 ,什么 时 候 相 碰 ,首先 要 计算 出 猫 有 几 个 时 间 到 达 这 个 交叉 
点 ,同时 也 要 计算 老 限 有 儿 个 时 间 到 达 这 个 交 义 点 ,然后 在 这 些 时 
间 中 取出 相同 的 时 间 , 为 了 达到 这 个 要 求 . 即 应 用 不 定 方程 求解 。 
本 课题 不 是 姆 复 , 特 设 多 只 老鼠 划 入 计算 .目的 是 使 学 者 养 成 耐 
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ÒO 细致 的 学 习习 惯 , 并 省 去 方程 解 的 演算 过 程 , 以 便 让 读者 自己 
去 演 解 , 藉 此 巩固 和 提高 学 习 效果 。 


第 二 节 和尚 分 酒 


瓶 中 有 15 两 酒 , 由 三 个 和 尚 分 蝎 , 大 和 尚 抢先 拿 大 碗 ,能 把 酒 
全 部 盛 下 ,二 和 尚 拿 中 硫 , 戌 满 是 4 两 ,小 和 尚 迟到 拿 小 碗 , 仅 能 盛 
3 两 ,大 和 尚 说 ,“ 没 有 盛 5 两 的 碗 ,不 能 平分 ,你 俩 就 各 自 倒 满 碗 拿 
EM VETUS RUN IURE ,不 做 下; 小 和 尚 认为 和 已 吃 大 亏 ， 
坚决 不 同意 小 和 尚 算 了 一 -会 ,认为 有 办 法 平分 ,只 见 他 将 酒 倒 来 
倒 去 ,结果 平分 了 。 ΜΑΜΑ, 


先 倒 满 中 小 二 碗 
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四 UU 


把 瓶 中 的 酒 倒 满 小 碗 ; 


由 U Ug 


把 小 硫 的 酒 倒 満 中 碗 : 


D 
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把 大 碗 的 酒 倒 満 小 碗 ; 


最 后 大 和 尚 只 好 拿 大 碗 中 所 分 得 的 酒 ,二 和 尚 也 满意 地 拿 中 
小 碗 的 酒 ,小 和 尚 则 高 高 兴 兴 地 端 起 瓶 中 酒 大 口 大 口 的 喝 。 

上 次 分 酒 ,大 和 尚 占 不 到 便宜 ,心中 很 不 是 滋味 ,以 为 这 是 由 
于 大 碗 太 大 ,这 次 他 特地 换 了 一 个 只 能 容 6 两 的 大 碗 , 瓶 中 仍旧 有 有 
15 两 酒 ,他 叫 米 二 位 师弟 ,他 说 : “我 只 盛 满 大 碗 拿 走 , 剩 下 的 留 你 
们 分 吧 , 和 否则 , 你 们 照 各 自 盛 满 中 小 碗 拿 走 , 剩 下 的 留 给 我 ”说 
SD 管 管 二 肩 , 满 以 为 这 次 一 定 能 难 倒 小 和 尚 了 .可 是 小 和 尚 仍 坚 
持 要 平分 。 

经 盘算 后 .认为 这 次 不 能 像 上 次 那样 分 ,上 次 是 把 撼 中 酒 倒 入 
pU Te ORC URSI 5 两 ,这 次 可 不 能 .因为 大 碗 较 前 小 ,这 次 要 设 
法 先 把 5 两 分 到 人 碗 ,然后 再 设法 使 频 中 有 9 两 ,将 9 两 再 倒 入 中 
碗 ,就 可 以 平分 了 .于 是 小 和 尚 的 分 法 是 : 


ΠΙΕΙ ΣΝ 
381 
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把 中 碗 的 酒 倒 满 小 碗 


把 中 碗 的 酒 倒 入 小 确 


το 


图 Cl8 
把 瓶 中 的 酒 倒 满 中 碗 


以 后 大 和 尚 再 也 不 捉弄 小 和 尚 了 ,小 和 尚 又 一 次 得 意 地 开怀 
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畅饮 。 
这 一 节 , 最 适合 少年 儿童 .文中 省 去 为 什么 要 这 样 倒 来 倒 去 的 
解释 ,目的 是 让 读者 去 分 析 理解 。 


第 三 节 AFS 


Ag VL TE B IRURE SEE B JE BELT 355. 
得 到 启发 ,在 1990 年 国庆 节 这 天 ,傻子 特地 到 农贸 市 场 选 购 一 对 
Fh R5 3: 8809 AL. OBS P5 RUIN 30 大 , 按 常 规 , 仙 子 满 150 
天 就 生育 ,以 后 每 45 天 生育 一 对 。” 傻子 决心 养 倘 致 富 .假设 撞 子 
的 成 长 率 百分之百 ,同时 每 对 都 是 一 雄 --- 雌 .都 能 正常 生育 ,试问 
到 1992 年 8 月 底 ,傻子 的 例子 总 共有 多 少 对 ? 

58.688 150 天 就 生育 ,国庆 节 这 对 何 子 已 满 30 天 , 即 再 过 
120 天 就 生育 了 .从 1990 年 10 月 2 日 起 至 1992 年 8 月 31 日 ,共计 
699 天 ,因此 .这 对 售 子 达到 699 天 ,本 身 生育 的 数量 [以 对 为 计算 
单位 ,以 下 同 】 是 : 

[Bem 1-13 
【 注 :在 数论 中 方 括号 [] 表示 整数 部 分 ,上 式 中 的 方 括号 内 的 数 在 
运算 时 也 只 取 整 数 部 分 下 同 】 

上 式 中 为 什么 要 加 1 呢 ? 因 为 驴子 到 达 120 天 就 生育 第 一 对 ， 
括号 内 的 数 , 只 是 计算 以 后 每 45 天 所 生育 的 数量 ,还 不 含 达到 120 
天 , 这 天 所 生 的 这 一 对 ,所 以 要 加 1, 为 了 计算 方便 起 见 , 把 原初 买 
来 的 这 对 售 子 , 叫 第 一 代 , 把 它 本 身 所 生育 的 叫 第 二 代 , 把 第 二 代 
所 生育 的 叫 第 三代 …… ,如 此 等 等 。 

现在 我 们 就 照 这 样 去 推论 计算 ， 

1 这 是 原初 买 来 的 1 对 , 即 第 一 代 , 请 同时 参阅 图 一 , 售 子 内 
的 数字 ,是 这 鸽子 出 生 的 日 期 
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[S] 13 


这 是 原初 这 对 甬 子 总 共生 育 的 数量 , 即 第 二 代 。 
[55 一 120 — 180) 1-10 

这 是 第 二 代 第 一 对 信子 共生 育 的 数量 , 属 第 三 代 一 部 分 。 
[νε - 120 一 150 一 5). 1-9 

45 
这 是 第 二 代 第 二 对 驴子 共生 育 的 数量 , 属 第 三 代 一 部 分 
699 - 120 — 150 — 48 X 2 

[ーー 

三 对 篇 子 共生 育 的 数量 , 属 第 三 代 一 部 分 


699 — 120 - 150 - 45 X 9 H 
[ 45 pa 


这 是 第 二 代 第 十 对 鸽子 所 生育 的 数量 , 属 第 三 代 一 部 分 ,其 余 
三 对 , 因 未 满 150 天 ,尚未 生育 


故 得 到 第 三 代 鲁 子 的 总 数 是 由 1 至 ιο 的 连续 数 之 和 :让 n(n το 
BILA n = 10 代入 以 上 公式 得 到 


i X 10 X (O+ D — 85 BIIGCBTGUE 
又 因为 ; 

899 — 120 — 150 X 2 

ο 


上 式 是 第 二 代 第 一 对 即 “人 到” 生 的 第 三 代 第 一 对 QUÀ SE 
的 子 俘 友 ”这 一 排 的 伪 子 孝 , 属 第 四 代 一 部 分 ， 

ES — 120 —180x 2— S). 
45 


EF 式 是 第 二 代 第 一 对 生 的 第 三 代 第 二 对 YA MERT 
代 妥 这 -- 排 的 售 子 数 , 属 第 四 代 一 部 分 


1-8 
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[一 


45 


ュー ュ 


上 式 是 第 二 代 第 一 对 生 的 第 三 代 第 七 对 YA 所 生 的 子 
Qu OGERIOURUE 150 天 尚未 生育 。 

故 得 到 第 - - 代 第 一 对 生 第 三 代 再 生 的 子 , 属 第 四 代 -- 部 分 的 合计 

数 ,是 由 工 至 7 DESCR. 


ME xT x (7 十 1) = 28。 


又 


二 x6X(6 二 1 一 21 


的 乔 


SEA 


的 到 


的 天 


的 于 


的 于 


— d 
IxsxGenD-as 
这 是 第 二 代 第 三 对 QUÀ 
xaxa+n=10 
这 是 第 二 代 第 四 对 YA 
ΧΧΧ G+D=6 
这 是 第 二 代 第 五 对 Q 
ix:xacp-à 
这 是 第 二 代 第 六 对 VA 
1 

Γι ο μες 
其 余 三 对 没有 孙 裔 。 

故 得 到 第 四 代 鸽 子 的 总 数 是 


裔 总 数 , 属 第 四 代 - -部 分 ; 


裔 总 数 , 属 第 四 代 一 部 分 ; 
LESE EIU TE 
高 总 数 , 属 第 四 代 一 部 分 ; 


高 总 数 , 属 第 四 代 一 部 分 ; 


WE VA , 属 第 四 代 一 部 分 ， 


28 十 21 十 15 十 10 十 6 十 3 十 1 一 84 


又 因为 : 
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599 — 120 — 150 X 3 5 
M E 


上 式 是 第 二 代 第 -- 对 YA 生 的 第 一 对 YA menm 
αν QA E HNIC RETIA OA 


699 — 120 - 150 X 83 — 45] 
699 — 120 - 150X 3 — 45] 113 
[ 15 α΄ 


上 式 是 第 一 代 第 一 对 生 的 第 一 对 YA FEURN [2 
叉 再生 的 QA ”这 一 排 的 数 , 属 第 五代 一 部 分 
[X32] 


上 式 是 第 二 代 第 一 对 生 的 第 一 对 QUÀ akasz VA 
XEEN GÉ ASER- 
故 得 到 第 _ 代 第 一 对 生 的 第 一 对 ” 代 男 ”的 孙 高 总 数 是 由 1 至 3 
的 连续 数 之 和 

HoIxixGeDe6 必 第 五代 一 部 分 
义 得 到 第 二 代 第 一 对 生 的 第 二 对 ὍΘ ΜΙΜΒΒΕΗΙ 1 至 2 的 连 
续 数 之 和 

B olx:zxo-D-s 局 第 五 代 一 部 分 ; 
又 得 到 第 二 代 第 一 对 生 的 第 三 对 QUÀ ”的 孙 再 数 量 是 1. 属 第 五 
BA: " 
又 得 到 第 二 代 第 一 对 ”人 国生 的 第 一 对 全 后 的 孙 高 数 是 由 1 至 
2 的 连续 数 之 和 和 

好 lxixGeU-s 属 第 五 代 一 部 分 ， 
又 得 到 第 .二 代 第 二 对 “人 人 生 的 第 二 対 YA HEBEL. 
[m 
勾 得 到 第 一 代 第 三 对 QUÀ 生 的 第 一 对 YA GURNE! 
mM: 代 当 .其 余 的 还 没有 孙 青 。 
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故 得 到 第 五 代 镶 子 的 总 数 是 ; 
6+3+1+3+1+1=15 

答 : 到 1992 年 8 HASTIS T GU 
是 1 二 13 十 55 十 84 十 15 二 168 对 。 
FEET: (图 C19) 
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每 代 【 从 第 三 代 起 】 鲍 子 的 总 数 都 是 个 级 数 

前 面 我 们 利用 图 示 的 帮助 ,虽然 达到 了 目的 ,但 是 靠 图 示 毕 竟 
是 有 限 的 ,因此 我 们 要 从 中 找 出 它 的 规律 ,现在 先 讨论 第 四 代 和 第 
五 代 鲁 子 数量 的 计算 方法 。 

我 们 计算 第 四 代 鲍 子 总 数 是 通过 


τρ ο, 


二 代 的 第 一 对 所 后 第 三 代 的 第 一 对 鸽子 所 生育 的 数量 ,接着 "6” 
就 是 第 三 代 第 二 对 例子 所 生育 的 数量 ,……，, 每 次 递减 1, 到 第 七 
对 所 生育 的 是 1, 这 “7"” 也 指 原初 这 对 篇 子 所 生 的 第 二 代 到 699 
天 , 共有 7 对 有 孙 遍 ,每 对 的 孙 裔 数 量 是 从 “7” 起 递 次 减 1 的 连续 
数 之 和 , 故 第 四 代 僻 子 总 数 ,排列 起 来 就 有 形 如 (4) 式 : 基 中 メー ィ 


1 す eー の の = xix2 


2 て る ーー のみ 4) - 
1 2 g0-90-0 


23 エー うー めこ 
1 2 3 Gu—3) = 


ta DG-2- 


Se [no sede [s 


- 
2 
1 2G-n- 
77720- D= 


lo Dyn- 1 
5 5 σα Dn xxt 


3 1 H 
12 4 5 6 7 EI = 上 
3 X78 


从 某 级 数 部 分 之 和 公式 已 知 : 
DX242x33Xx44e—laeb Dorn O 
因 以 上 形 如 (A) 式 的 级 数 之 和 是 : 


1 1 1 1 ュ 
lxixseixixstixsxakixaxseix 
5x6+ 二 xb6x7 二 去 X7X8 


整理 得 到 ,于 G X2 十 2X3 ナ 3X4 十 4X5 十 5X6 十 5X7 
+7X8 Θ 
将 人 式 的 右 端 代入 国 式 得 :于 X nat Dor D 


整理 得 到 证 n(n 十 Dat) 其 中 n=7 Θ 
故 得 到 CO 55 κπιθβγη!ζβοτ EU DUCI: SR 
τ ΠΥΓΒ 35 UCAS T AMEB 
899 — 120 — 150 X 3 
ΟΝ 


式 后 求 得 的 , 同 理 得 知 ,这 “3” 就 是 第 三 代 的 第 一 对 所 生 的 第 一 对 


所 生育 的 数量 ,接着 “2” 就 是 第 二 对 子 所 生育 的 数量 ,这 “3” 也 指 
第 二 代 钨 子 中 有 3 对 日 铃 较 大 的 [ 即 他 把 他 二 他 到 有 曾孙 月 ,天 
第 五 代 例子 总 数 排列 起 来 就 有 
形 如 (B) R: 

1 

ΠΗ BAROR: 言 x3x4xs 

1 2 3 ーー 

ΝΠ Lxsresxa 

1 - n X1x2x3 


由 (B) 式 得 到 二 3 X4X5 十 2X3X4TTX2X3) [o] 
又 从 某 级 数 部 分 之 和 公式 已 知 ， 
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1X2X3+2X3X4+3X 4X 5+ = = Ena + Da 
2n + 3) © 
18 5 式 右端 代入 ⑰ RR: 

Lese D+ 2}0 13} 


整理 得 : 二 が 0m υα θα 共 中 ヶ ー3 Θ 
故 得 到 O 式 是 求 取 第 五 代 铝 子 总 数 的 级 数 公 式 。 

我 们 继续 讨论 第 六 代 驴 于 总 数 的 计算 公式 ,现在 只 求 再 过 
820 天 第 六 代 鲍 子 的 总 数 。( 令 Με 为 第 六 代 镶 子 数量 的 级 数 公式 ) 
并 做 图 C20, 由 


[BS ue 9 X $e 1 = 3 式 和 参阅 图 C20 得 知 ,这 “3” 是 


第 五 代 第 AT 570 所 生育 的 数量 .也 是 第 二 代 中 有 3 对 信子 
S YAAA 有 后 音 达 到 第 六 代 . 它 排列 起 来 就 有 形 如 


1 eX 的 后 高 去 Xi1X2x3x4 
1 " " d 

uoi num gu X PX3XAXS 
1 

Boi Yman d X3xaAxsxe 
123 12 1 


RADO X DX OXAPXSXAXSTSXAXS 


X 6) 一 Ms © 
从 某 些 级 数 的 部 分 和 公式 已 知 ; 
1X2X3X4+2X3X4X 84MM 9 
= nc DG + DG + HG + 4) 


将 @ 式 的 右 端 代 入 © 式 得 到 
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dX lioe Dt DG + tt = Ms 

整理 得 : 

中 
故 得 到 (5) 式 是 计算 第 六 代 怠 于 总 数 的 级 数 公式 

现在 我 们 再 从 以 十 讨论 各 式 的 关系 中 进行 探索 .并 得 到 一 个 
提示 芹 令 第 一 代 信 子 总 数 的 级 数 公式 为 M, 第 AHM BER 
J Movee 请 注意 ,这 里 的 M REAR TRENKET 
将 Μι 的 公式 除 以 M 的 公式 得 到 二 (2 二 2) 
将 M; 的 公式 除 以 M 的 公式 PELO 


将 Ms 的 公式 除 以 Mi; 的 公式 得 到 の ー お 


反 过 来 , 则 ; 
- X Loi 2) 得 到 Μι 的 公式 
Μι 的 公式 XA OHD 得 到 Ms 的 公式 


Ms 的 公式 κ poe 0 得 到 Μι 的 公式 


由 此 推 沦 可 得 ;各 代 鸡 子 总 数 的 级 数 公式 的 关系 是 : 
M.ax obo 2) 88 M. 

E» 2, 
读者 不 妨 验 证 当 πι 大 于 6 时 的 结 
(由 第 810 天 至 840 XO ΛΑΤ ΑΕΕ 
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〔 直 第 810 KCEBAO 1.) BARAS {πὶ RH 
CA 


* JR HA N 


VA m 
" し し 1 


第 二 代 第 一 对 信子 ば 的 后 背 ( 第 六 代 ) 共 15 对 
Aem QUÀ MEEGA RSH 
第 二 代 第 三 对 斧子 Qf 大 ”的 后 育 (第 六 代 ) ΙΧ 
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附 各 代 鲍 子 总 数 的 计算 公式 
FORETAK n 
Γον ο ο ο. 


第 四 代 的 子 总 数 计算 公式 。 l0 十 DG 十 2 
第 五 代 伪 子 总 数 计 算 公式 doo Doce DG n 
第 六 代 的 子 总 数 计算 公式 ολα DO 204 30-4) 


BOCRIST REGENEZOR προ DE D B 
45) 


第 八 纺 子 总 数 计算 公式 suo TDG-294-3)04- 4 


o5 Q8) 


Ma = Se Dm 2 


以 上 式 中 :MM REB m REFÈR ΕΓ ΠΒ ΣΕΤ 
数 :Gz - 1)1 是 阶乘 .是 由 1 至 (m 一 1) 的 连续 数 乘积 。 
ー [Ex - 120— 150 X (m — 2l. i 
4$ * 
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ῄ ΓΗ Y ょ | ot | r | 69S 一 999 
e l Ἴ οἱ j t z or | t| ?ons 
E _ _ er を | 9 | ot | 1 | 655—526 
TF 9r [1 e| s | 6 | | [rss] 
SE - + | る 9 8$ | 1 | 609 一 86? 
δα l E Y _ Ts s 6 1 | 67 一 089 
[ - τ i d z τα | es | t [Γον] 
2 | M X αι 1 | s Η 1 | Por—osp 
oz JL Tl jr | | i | os 
et | μα τ] |: |1 [pea] 
$T κ - _ ` $ 1 1| 1 | 6m so 
xo | Ἴ ε n て | νοῖ-οδὲ 
ET H m B ε 5 τ΄] 6898 一 098 
oT _ Γ る | 9 | I | ὀδε--ονε 
- ] _ 一 z $ mu id 
H [ 1 g 1 | ?IE 一 008 
- } T | Ν r | ょ | r | se—om | 
7 7 Emi T * T 
H NN E i Ld ε |i 
H T z τ 
Cop } A p - - T, 
x Cx x ^H = キ gp *Imizi-ckl- 
X) | d Ν ο T FT PN 
xn αγ] α Y ιο να X] 1 "a 
txj% 3814 ἃ Lejk kiawe ΘΗ mL ἯΙ 
1 
RC TREE κ η 一 ϐ ἩἙ ok 
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EST Li L 01 ET “1 [14 Τ *o01—065 
st | t | 9 | b lerl| st o | t | ese—sze | 
sr f 9 | 6 | gt j 91 | et | τ | 926—996 
et | ἔ E] 6 | 2t | 9L | 6t | I | 556-56 
gt z | s 6 | 2! | st | et | i | Pro 
Ei z $ | 8 | zt | st | 81 | r | ste 
[r4 I S | 8 n 51 Lii T 916—006 
ΕΠΙ i | » Τε | Uu | fer t | 688—588 | 
50Τ T y 1 | tt | 9j £t | | 588—028 
Em Y 1 | or | t| 2t | I |j 698—558 
16 e | 1 | ot| sr | a | i | rior ] 
16 [ f 9 | or | ετ | gr T 688--S88 
16 $ | 9 | 6 fe | 9t | 1 | reor 
| z 9 | 6 {et | 9! | 1 | eow 一 56, 
[n る s | & | gt | st | r | reos 
8L D s | $ | gt | sr | i | eers 
39 T 1 5 8 | tt | st | t | roo 
99 τ b 8 It *I H ας ο 
99 T v Li It 141 H T£L—024 
πα * H {14 ΣΙ T 512—504 
99 E L οτ £1 1 ャ Oz 一 069 
ΕΗ e| 9 | oi | st | Y | sss 
St e | $9 | s | gt | τ | moos 
Η 2 2 | 9 | € | st | i | 655—909 
6 ーー | [s | se E] z 5 6 | gt | t | ws 一 gs 
ΕΝ ΞΕ ΕΗ る Η & | gr | t | ezs—sis 
T SE ΓΗ t | s |e |u| r [ mo 
一 7 I [3 E I| * | 8| tr | t | 665—595 
_- i [1 [3 rò» | u| i | os 
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这 节 主 要 目的 仍然 是 希望 读者 对 数 题 要 认真 分 析 ,例如 文中 
首先 提醒 读者 注意 ;“ 为 什么 要 加 1”. 因 为 这 类 情况 ,往往 会 被 一 
时 忽略 ,造成 功 亏 - - 簧 ,至 于 各 代 鸽 子 的 数量 都 是 一 个 级 数 ,并 用 
示 帮 助 推理 ,同时 用 * 某 些 级 数 部 分 和 公式 ”以 及 计算 过 程 得 到 
提示 ,从 而 推导 出 每 代 何 子 的 计算 公式 ,用 这 样 的 例题 ,可 以 锻炼 
读者 的 推理 能 力 , 引 发 对 数学 钻研 的 兴趣 。 


第 四 节 例題 分 析 


: 


题 一 、 

1986 年 广东 省 举办 推选 十 佳 运动 员 奖 ,由 18 名 运动 员 中 推选 
10 名 , 某 君 试图 将 这 18 名 运动 员 编 为 每 10 名 一 组 , 问 他 要 编 多 少 
组 , 才能 不 论 是 哪 10 名 ,都 在 他 的 编组 之 内 ?如 果 也 要 编 中 这 10 
名 运动 员 的 名 次 , 那 又 需要 编 多 少 组 ? 

UH 

要 从 18 人 中 取 10 人 为 一 组 ,可 由 :首先 从 9 人 中 取 工人 为 一 
组 开始 ,其 次 从 10 人 中 取 2 人 为 一 组 ,这 样 推 到 最 后 从 18 人 中 取 
10 人 为 一 组 的 数据 来 引证 .显然 ,从 9 人 中 取 1 人 为 一 组 ,就 有 9 
组 ,从 10 人 中 取 2 人 为 一 组 ,可 由 1 至 9 的 连续 数 之 和 公式 求 得 : 

GEDI as 


其 道理 是 , 因 10 人 中 每 人 可 编 9 次 ,例如 :以 每 一 数字 代表 一 人 ， 
即 由 1 学 避 组 成 12 让 代表 1 和 2 二 个 人 ,以 下 同 卫 3,14,15,16,17， 
18,19,1 [9, 共 9 组 ,但 这 9 组 同时 是 由 2 人 组 成 的 所 以 以 总 人 数 
ο ο τμ — 45; 又 如 从 11 人 中 取 3 人 
为 一 组 ,每 人 可 编 45 次 ,其 计算 方法 是 第 一 人 以 1 代 之 , 毎 次 配 2 
AGI 3 AJAI 即 有 123【 三 位 数 代表 三条 人 以下 同 】124。 
125,126,127,128,129,12 [10], 12 [01], o £8 846 «194.135. 138, 
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137,138,139,13 [9j,13 [DD, 共 8 组 .如 此 计算 下 去 ,最 后 有 1119) 
一 组 , 即 有 :9 十 8 十 ?十 … 十 1 一 45, 第 工人 以 2 代 之 . 即 
有 :234, 【也 是 代表 三 个 人 , 以下 同 】235,236.237、238,239.23 
19|,23 [11] , 共 8 组 , 理 轮 :245,246,247,248,249,24[19 241] 3€ 
TB mb RET E REAA 2 10] i] 48 308 7 6e 
1 = 36, 加 上 在 第 一 人 中 组 成 的 125.126.……12 11188 9 组 ,合共 
也 等 于 45 组 , 国 这 9 组 已 在 第 一 人 轮 组 时 计算 ;第 三 人 以 3 代 之 ， 
即 有 ;345,346,347,348,349,34 [10|,34 Di, 共 7 组 , 再 轮 356, 
357,358,359,35 [gj ,35 [1, 共 6 组 ,如 此 计算 下 去 ,最 后 有 3 TO] 
[一 组 , 即 7 十 6 十 5 十 … H 1 28, 加 上 第 一 人 中 组 成 的 
123,134,135,136, 13 [11] ft 0 £8 , X BILE 88 — A rp DR 234, 
235,236,……23[j 共 8 组 ,合共 也 等 于 45 组 ,但 这 17 组 已 分 别 在 
第 一 人 和 第 二 人 团 组 中 计算 ,第 四 人 ,以 4 代 之 ,… 第 五 人 以 5 


代 る ーー 如 此 计算 下 去 ,最 后 有 9 1ο ERZAN 
4 3 6)6 


ΡΝ 595 y 
τ O4, ALDI O22, qe ig 


为 由 11 人 中 取 3 人 为 -组 时 ,每 人 均 编 45 次 ,但 每 组 都 由 3 人 组 
成 , 故 有 45 X 11 -- 3 = 165, 也 就 是 从 
η 
现在 我 们 可 以 由 以 上 讨论 引证 的 数据 推出 求解 公式 , 设 被 扒 
选 的 运动 员 人 数 为 zx, 取 》( 人 ) 为 一 组 ,可 以 编 成 不 雷同 名 字 的 组 
数 为 :< 组 ), 于 是 有 以 下 公式 : 
Gc ーッ) 十 1 テー ゥ 2 十 2 


-ᾱ- ( 
T 1 x 2 


按 本 题 要 求 . 代 人 上 式 得 : 
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2 08-10-1279 010, 11, 12 413, 14 15. 18 


s 1 ΝΣ 


整理 得 :s 二 11 X3X13X2X1l7X3 一 43758 组 (次 )。 如 果 也 
要 选中 这 10 名 运动 员 排列 的 名 次 , 那 就 要 再 通过 计算 ,也 以 一 数 
字 代表 一 人 ,并 按 以 下 推算 : 

如 2 名 运动 员 为 一 组 ,轮流 排列 名 次 有 12,21 共 2 组 , 即 1 X 
2 = 2,3 名 运动 员 为 一 组 ,轮流 排列 名 次 有 :123,132,231,213， 
312,321 共 6 组 , 即 1 X 2x 3= 6,4 名 运动 员 为 一 组 ,轮流 排列 名 
X. 

1234,1243,1324,1342,1423,1432. 

2134,2143,2314,2413,2341,2431, 

3124,3142,3214,3241,3412,3421. 

4128141392, 43134281, 43124321. 
共 24 组 . 即 1X2X3X4 一 24 

如 以 上 推算 ,得 到 10 名 运动 员 为 一 组 ,轮流 排列 名 次 , 即 有 
1X2X3X4X5X6X7X8X9X 10 = 3628800 fli 
因 每 组 应 编 3628800 K, 而 43758 48 gb 3E PESE 3628800 得 到 
158789030400 组 次 。 

答 :其 君 要 编 43758 组 (次 ,才能 不 论 是 忆 10 名 都 在 他 的 编 
组 之 内 。 如 果 也 要 编 中 这 10 名 运动 员 的 名 次 , 则 需要 编 
158789030400 组 (次 )。 

题 二 、 

X n 1 时, 试 证 明 四 个 连续 数 之 和 等 于 z 无 整数 解 。 

【分 析 】 

设 a 为 首 项 数 ,第 4 项 为 a 二 3, 由 连续 数 之 和 公式 ,得 到 4 个 
连续 数 之 和 等 于 2(2a 十 30 ,因此 要 证 明 下 式 无 整数 解 ; 

2(2e + 3) = α On 1 
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证 ;假设 原 式 有 整数 解 , 则 等 号 右边 x 是 偶数 。 
ΒΓ :2ί2α 十 3) — (20 是 正 整 数 
2(2a + 3) = TF 
将 上 式 等 号 二 边 除 以 2 得 ， 
2a + 3 = m 
EX n2 18215 —120,. 


所 以 上 式 等 号 右边 等 于 偶数 ,这 和 等 号 左边 ( 即 2a 十 8) 等 于 奇数 


RETE , 故 原 式 无 整数 解 。 
题 三 、 
试 证 明 三 个 连续 数 之 积 等 于 z 时 无 整数 解 。 
【 分 析 】 


设 3 个 连续 数 为 ;a, a 十 1, 4 十 2(a 之 1,a 等 于 0 无 意义 ), 依 


题 意 要 证 明 下 式 : 
ala + 1)(a 十 2) = r Oii 
无 整数 解 。 
证 : 因 (e + 1) 2 ala + 2) 
TAE a + 1) 2» a(a -- 1}(α -- 2) 
叉 因 - α(α }- 1)(α 1-2) 
将 原 式 代 入 © RE: 
ο... 
HERRA ὦ RE: 
r>a 
由 图 .图 式 可 得 :(e FD 75 αἱ »» α 
Hi GG 12ra 
图 式 中 ,因为 < 是 整数 , 易 知 > 不 是 整数 ， 
从 而 原 式 无 整数 解 得 证 。 
题 四 : 
求 下 列 各 式 的 解 , 其 中 除 (1) BUR UR ast b heh ἆ 
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8 


o eoo 


eoe 


ab abcd abcde 
Xk x k x 
D γα (2) dcbu" D πει 
ab 


wo &gXgsso 


ba 


将 原 式 变形 为 区 即 按 题 意 】 
(10a + bk = 10b + a 


BJ 10ka + kb = 10b > a 
移 项 整理 得 ;a(10k -1} 


--ὐί0- ἃ) 


Hi GO 式 容易 得 到 -组 解 为 ; 
k=l, a= bm 任意 整数 .【 按 题 要 求 只 限 等 于 一 位 数 ] 在 (5) 
Ch dt Eo 1 时 ,6 必 等 于 一 个 2 位 数 以 上 的 数 . 试 演 如 下 ， 


以 二 2 代入 (5) 式 得 到 
ΒΤ! α-- 8, 5 -- 19. 
以上 = 3 代入 的) SE) 
得 到 a — 7, b — 29, 
以 天 二 4 代入 (6) 式 得 到 
得 到 a = 2, b — 13. 
以 二 5 代入 (6) 式 得 到 
得 到 a — 5,6 — 49. 
BA k= SRAD 式 得 到 
Aja = 4, 6 — 59. 
以 を =? 代入 ⑦) 式 得 到 
23a = b, BT 03,0 一 
以 二 8 代入 (6) 式 得 到 
得 到 a 二 2, b — 79, 


19a = 8b. HF (19.8) = 1, 


29a = 7b, BL T (29.7) = 1, 


13a = 20, 由 于 (13,2) = 1, 


49a = 5h, H T (49,5) = 1, 


59a = 4b, H T (69,4) =1, 


69a = 35, 约 简 得 : 


1, 得 到 a = 1, 2 一 23。 
79a = 25, 由 于 (79,2) — 1, 


以 = 二 9 代入 (6) 式 得 到 
得 到 a = 1, b= 89. 


89a 一 上 5, 由 于 (89,1) 一 1， 


(b) 
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ο a b HS ο ο ο 
是 任意 一 位 数字 的 下 整数。 
如 果 将 (6) 式 变形 为 二 = E Ta RR OC f 
引 理 ,也 可 得 到 相同 的 结果 ,请 读 省 自己 演算 ， 
[CE 
pred 
P ba Fao 


上 上 式 可 用 得 法 的 讨论 求解 。 
先 正明 原 式 中 的 を < 5, 
如果 取 を > 5, 则 因原 式 的 积 的 位 数 仍 等 于 被 乘 数 的 位 数 ,得 知 a 
的 唯 .~- 取 值 等 于 1, 取 a = 1, 则 由 于 4 X* 的 积 的 尾 位 数字 等 于 1， 
ΠΝ E — Td — 3; 取 上 一 9,4d = 9 代入 原 式 得 : 
lbeg 
x 9 
8cb1 
BERR S «2, RUE 0 Ze 2. IER o x FRU GUBCRGIEDE R 
符合 4 等 子 9。 加 取 ぁ 1, 則 要 有 cX9 十 8K8 基 9X9 王 81 的 首 
位 数 】 得 到 的 总 和 的 尾 位 数 等 于 1, 按 这 要 求 ,只 有 c 等 于 7, 但 以 
= 7,4 = 9,d = 9,9 = 1 RA ERMER IERI 7.4 一 3， 
又 因 1 X AM a x IDEF E 四。 如 果 取 “一 5, 则 < 的 唯一 值 
也 是 1, 但 d x 5f 即 4 x 妈 得 到 的 尾 位 数字 不 是 1。 由 以 上 讨论 得 
知 を ご 5。 
由 例 1 的 引 理 , 不 取 上 等 于 1。 
WER = 2, 得 到 4 之 5 且 4 是 偶数 ,因为 如 果 a 是 奇数 , 则 
FI 2 x 处 即 杂 等 于 偶数 发 生 矛 盾 , 如 取 a — 4, H dX PNIS LX 
2 二 4 得 到 4 等 于 2, 这 和 4d> a AE MA a= 2:8 d Xx k= 
4 有 dX2=2 得 到 d = 1.4582 a AF TE CR BE E — 2. 
MRR —3.frfla 4 BI a — 308 T EEG d X 得 到 的 
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尾 位 数字 是 3, 则 2 有 了 唯 -- 值 , 即 4 = 1 ,这 和 以 > e 发 生 证 盾 。 如 取 
4 三 2, 为 了 符合 d XX 的 尾 位 数字 等 于 2, 则 4 有 了 唯一 值 ,4 一 4, 但 
因 2x 3[ 即 a x 杂 等 于 6 而 不 是 4; 如 取 a 一 1, 为 了 符合 4 X AR 
尾 位 数 等 于 1, 则 4 有 唯一 值 , 即 4-=- 7, 但 因 1 X SE a x EAT 
3 而 不 是 7?.( 如 果 3 十 4 一 7, 指 进位 数 , 但 因 3 乘 一 位 数 【即使 是 最 
大 数 】 其 积 的 十 位 5 即 第 一 位 】 数字 小 于 4) 。 

由 以 上 的 讨论 得 知 & 的 唯一 值 是 2 一 4 DIDA EAR SET 4 LIUC 
式 不 能 成 立 】 

取 关 一 4, 则 得 到 。 等 于 1 或 2, 如 取 2 二 1, 因 丰 是 偶数 缚 4 等 
于 偶数 而 和 “等 于 1 是 奇数 发 生 芽 竺 ; 取 4a 一 2, 由 d Xk 二 4 得 到 
dd 等 于 8 或 3, 如 等 于 3, 但 因 2 x 4【 即 a X 8155 8 IRE T 3. 
dk d 的 唯一 值 是 8, 以 = 4,4 2,d = 8 RARR: 

2bc8 

x 4 

8c02 

显然 ,这 时 2 的 取 值 不 能 大 于 3, 只 能 在 2 之 2 中 选取 ,如 取 2 一 
2, 则 出 于 4 Xec 十 3 一 口 2=4 Xe 一 站 9. 这 是 不 可 能 的 ,因为 等 
号 二 边 一 偶 一 奇 发 生 蔬 盾 , 故 只 能 取 5 = 1， 

21c8 


κ 4 
H. SA2 
由 上 式 可 得 方程 : 
(2108 + 10c)4 = 8012 + 100c 
解 方程 得 ;c 二 7 
HERP: 
a—2,b—1,c— 3, d 58, k=4, 
2178 


X4 
8712 * 


即 : 
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abcde 


x & 
D Άντα ( 原 式 ) 


Est dier Fo fk e ge o 
这 里 有 一 奇怪 的 巧合 ,在 求 得 例 (2) 以 后 ,可 以 利用 俩 (2) 用 
一 简单 的 演 解法 可 得 到 上 式 的 解 。 即 ， 


abcde 21 [ε}78 
X È X 4 
将 οσα ἘΚ ΜΕ 
TER. 
(21078 十 100c)4 = 87012 十 100c 
解 得 c 一 9， 
21978 
ーー x 4 
ο Ἐπὶ 
习题 


i 金字塔 图 斜 线 点 外 都 有 一 只 老鼠 【老鼠 名 由 左 到 右 , 叫 一 
号 ` 二 号 ,三 号 .中 号 、 五 号 了 老鼠 的 行动 各 自 沿 垂直 线 的 点 位 来 回 
跑 , 花猫 则 沿 关 数字 的 顺序 和 逆序 来 回 跑 ,它们 跑 的 速度 如 表 , 它 
们 同 在 夜间 等 时 从 图 外 点 开始 行动 ,入 点 位 后 再 不 出 线 外 ,请 计算 
出 猫 抓 住 老鼠 的 时 间 和 点 位 。( 已 知 猫 和 老鼠 从 图 外 点 到 图 边 上 的 
点 所 需要 的 时 间 也 和 图 内 每 到 达 一 点 所 需要 的 时 间 相 等 ,) 


p 1 号 | 号 :3 号 | + 号 | 5 号 
πσασυας 
| 


每 到 过 一 点 位 所 需要 的 对 间 
《以 分 钟 为 计算 单位 》 
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注 : 猫 的 行程 中 ,从 下 层 进 到 上 层 时 【或 上 层 回 到 下 层 卫 的 距 
离 比 横 线 上 二 点 的 距离 本 来 是 稍 长 一 些 , 但 这 里 只 做 相 葡 处 理 , 不 
然 的 话 , 此 题 的 解答 就 更 复杂 了 ,特此 注 明 。 

2. 一 只 猜 和 三 只 老鼠 ,分 别 在 一 直径 长 100 米 的 圆周 上 , 猫 和 
一 号 老鼠 的 距离 是 75 米 ,老鼠 之 间 的 距离 是 20 πο ών 
老鼠 在 直径 上 来 回 奔 跑 , 猫 只 限 在 圆周 上 跑 , 它 们 跑 的 速度 如 表 。 
猫 为 了 省 少 路 程 , 先 向 圆心 走 20 米 , 然 后 停 下 来 ,老鼠 的 起 点 是 在 
BAKARKA E ,它们 一 齐 从 夜间 零 时 并 始 活动 , 猫 沿 着 新 选择 
的 圆周 向 一 号 老 饼 的 方向 追赶 , 试 算出 猫 抓 住 老鼠 的 时 间 和 地 点 。 
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(aeo τ} 
* 


5 555858 55 II 


Γ΄ 142 


3. 眶 中 有 12 两 酒 ,旁边 有 大 ,中 .小 三 个 本 ,大 杯 容量 7 两 ,中 
杯 容量 5 两 ,小 杯 容量 3 两 ,由 三 大 均 分 . 问 怎 翌 分 ? 

4. Xm BEANS HEUTE 12 两 油 , 且 只 有 -个 量 油 器 ,容量 是 3 
两 ,小 刘 拿 来 一 个 碗 .容量 是 5 两 ,但 小 刘 的 钱 只 够 买 4 ΤΙΝ , 问 卖 
注 郎 怎么 办 ? 

5. 有 一 种 不 求人 小 动物 ,出 生 满 10 天 就 能 生育 ,每 天 生育 一 
次 ,每 次 生 3 只 ,假如 这 只 小 动物 ,今天 就 开始 生育 , 间 从 明天 起 再 
过 30 天 ,总 数 共 有 多 少 ? 

6 菜单 位 举行 象 答 单 人 赛 , 采 几 循环 制 ,规定 每 人 对 赛 一 局 ， 
总 共 赛 了 105 局 , 问 参加 比赛 的 有 多 少 人 ? 
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ML 


第 二 部 “习题 解答 


第 十 四 章 


1. 根据 第 一 节 的 讨论 ,9 个 数字 中 ,4 数 大 于 E,4 数 小 于 E.[E 
是 中 心 格 数字 】 因 此 ,以 7 为 中 心 格 数字 时 , 痰 成 的 连续 数 是 3,4， 
5+6,7,8,9,10,11, 可 按 第 一 节 中 的 图 42 填 成 以 下 4 图 .又 因为 大 
小 二 数 之 和 等 于 2E, 所 以 最 大 数 的 最 大 值 只 能 是 2E~…1, 即 2 Xx 8 
一 1 一 15, 但 取 最 大 数 为 15 时 ,有 三 个 不 同 数组 , 即 :@D1,2,3,7， 
8,9,13,14,15; 国 1,3,5,6,8,10.11,13,15: 国 1.4,5,7,8,9,11， 
12,15; 按 第 一 节 填 图 方法 填 成 三 个 ΒΓΗ͂Ι B1,B2.B33. 又 央 为 
最 小 数 的 最 大 值 是 EE -- 4, 得 到 9 一 4 一 5, 也 按 第 一 节 的 填 法 填 成 
ATF CEE: 


nmp 7 asi 2 6|15| 3 ths|4 8:13] 5 
nou ] [s] [s η 
slzls 3} 8|13 sjen 7 813 AE 
MET ulile i| 1 [16 12|1 [11 13] 5 |10 
Α m m B3 ο 


2. 根据 第 一 节 的 讨论 得 知 ,大 小 二 数 之 和 等 于 2 已 , 按 题 意 2Ε 
= 80, 得 到 五 二 40, 又 按 回 式 = 35, 得 到 9 数 之 和 为 S, = 3». 


= 360, 应 用 9 项 等 着 数列 公式 S = 285 829, 代入 得 ， 
360 ο ο τα 


项 得 :4 = 40 一 Add 取 值 为 1 全 9【 因 αι RESEVA PP IE EC] Rt a 
的 最 小 值 时 ,应 取 4 值 为 9, 故 得 到 a = 40 一 4 x 9 二 4 得 到 9 个 
数字 为 4,13,22,31,40,49,58,67,76, 按 第 -- 节 中 图 A2 比照 可 填 
成 图 解 1 ,图解 2。 
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31 | 76 | 13 


22 | 40 | 58 


57 4 | 48 
图 解 2 
3. 按 第 一 节 讨论 得 知 ,9 格 方形 图 9 数 之 和 等 于 中 心 格 数字 


H9 f. MUR E — 135 + 9 — 15, 利 用 等 差 数 列 公 式 : 
135 = Ge t 849 
2 


fü 18—2a-Fad 

解 得 d 二 1,2,3; a = 11,7,8. 

9 个 数字 可 得 3 组 :D11,12,13,14,15,16,17,18,19;@@7,9， 
11,13,15,17,19,21,23;@@3,6,9,12,15,18,21,24,27。 

OE SIE 42 比照 填 成 医 解 3, 图 解 +, 图解 5。 


14 T 19 T 21 13|23| 9 12|37| 6 ] 

13|15|17 11115 | 19 9 115121 
本 上 Ἴ 

18|11|16 211 τει 241 3 | 18 

图 解 3 图 解 4 图 解 5 


4. 按 第 一 节 讨论 得 知 ,9 格 方形 图 中 最 大 数 的 最 大 值 等 于 2E 
一 1, 依 题 意 即 2x 9— 1 — i75, Ε-- 9, 1T — EJ 8. 

因 每 行 三 数 之 和 等 于 3E Β 27 ,将 最 天 数 填 在 上 机 行 中 间 格 ， 
即 得 到 左右 二 角 格 之 和 为 10,[ 即 27 — 17 — 10] 36 10 分 解 为 : 
10 一 1 十 9 一 2 二 8 一 3+7 一 4 十 6 一 5 十 5, 其 中 1 十 9 中 的 
1 已 填 在 下 横行 中 间 格 ,已 重复 , 故 应 舍 去 这 条 ,又 因 5 十 5 中 之 5 
相 重 , 故 也 应 舍 去 这 条 ,因此 ,以 17 为 最 大 数 可 组 成 三 组 , 按 第 一 
节 填 写 方 法 , 即 如 下 3 组 ;图 解 6, 图 解 7 .图解 8。 
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E—TE-TS8E-1 se+ εἰς - 3 E — 5|E + 8|£ — 3 
μμ... E-9 mm E je-4 E+ E E-2 
E+E- lg キイ EE ED mererr 
图 解 6 图 解 7 图 解 8 
再 比 对 可 填 成 如 下 三 图 即 图 解 9, 图 解 10, 图 解 11 。 
πας a a7 了 "Emm 
nmn 13| 9| 5 PIE 
[ο i] 16 Hj "mm 12] "m 
图 解 9 图 解 10 HIA 11 
5. 按 第 一 、-- 节 的 讨论 得 知 ,图 中 数字 大 小 二 数 之 和 也 就 是 
以 五 为 中 心 横 ,下 、 斜 行 相对 的 二 数 之 和 ,同时 也 等 于 2P, 依 題 意 


60 = 2Ε 185 E 一 30, 利 用 等 差 数列 公式 : 


soxas = 22 Ὁ ΖΘ 


简 为 30 = a + 124 
得 到 二 组 解 :Di 人。 e 
RARRAGBI- 2 TA οι FU 
54858. — TIR 42 FUE LL STE 47, 比 照 填 成 图 解 12。 


T T 
54 | 20 | 12 | 14 i 50 


82 | 32 i 34 1 24 | 8 


16 | 22 | 80 | 38 | 44 


18 | 36 | 26 | 28 | 42 


10 | 40 | 48 | 46 | 6 


ER 12 
6. 根 据 第 - こ Ὁ ο ο. τν 


811 


ο ο ο ο. 3,5. 
因此 , 取 中 心 格 数字 为 24 时 ,奇数 小 方 格 的 方形 图 只 有 9 小 格 和 
25 小 格 二 种 ,如 都 取 连 续 数 ,可 填 成 图 解 13 ,图解 14。 


55 | 19 | 15 | 1ο ] 34 


35 35 | 36 | 21 | 13 


7. ΒΒ ΠΥΡ, A 16 格 方形 图 中 心 四 格 的 数字 之 和 等 
于 一 行 四 数 之 和 ,因此 周转 数字 之 和 应 等 于 三 行 12 数字 之 和 , 故 
可 得 16 数字 之 和 为 114 x を = 152, 利 用 等 差 数 列 公 式 得 : 


152 = Qa + 15016 


简 为 ;19 = 2a, 十 15d 


正 整 数 解 为 :oa — 2,4 — 1, 即 16 数字 为 2 至 17 的 连续 数 , 按 
第 四 节 图 416, 以 e= 2,5 = 9,0 = 12:d 一 15, 比 照 填 成 图 解 15。 


8 | i7 | 10 | 8 


nc 9 | 16 


5 jfi] 6 


14 | 了 4 jas 


L 
图 解 15 
8. 分 析 : 因 500 不 为 9 整除 ,所 以 不 符合 填 9 小 方 格 的 方形 图 ; 


由 于 500 = 255 RE = 20, 又 因 20 > 中 了 小, 得 到 符合 填 以 中 心 
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格 数字 为 20 的 25 格 方形 图 ,利用 等 莽 数列 公式 代入 得 : 
Qa, + 249)25 
500 = aae 
{81.20 — αι + 12d. 
解 得 :aa — δα 一 | 
即 这 25 数 可 由 8,9.10,…………32; 按 第 二 节 图 42 和 第 二 节 
图 47 比 对 可 填 成 图 解 16, 也 可 按 第 一 节 末 段 方法 填 成 图 解 17。 


右 图 : 
HH ejas EIE E 
2 17| 9 10 | 23 119 | 22 | 30 
EE n JE 


13| 16 | 20 24 | 27 6 122120 | 18 | 14 


14 [23 18) 19] 26 zw 24 | 19 | 15 
5 3 ΠΗ͂ 3 
10, Z2 29 | 28 8 37| 7 |13|38 


4l 
图 解 16 图 解 17 
又 根据 第 四 节 的 讨论 ,16 小 方 格 方形 图 每 行 四 数 之 和 2.84. 
由 于 500 一 4 一 125, 而 125>> 34, 故 必 符合 填 16 小 方 格 的 方形 图 ， 
按 这 一 闻 讨 论 的 方法 ,利用 公式 代入 得 到 1500 = Ca 19016 
简 为 ,500 = 16a, 十 120 
解 之 得 不 完全 商 23, 余 数 为 12, 就 是 说 ,这 16 数 如 取 23,24, 
ee 38, 则 余数 为 12, 因 此 ,可 取 23 至 34 与 38 至 41 的 连续 数 
【也 可 取 23 Æ 26 5 28 至 39 的 连续 数 ] 然后 按 图 416, 取 23 至 84 
的 连续 数 为 a,b,c 各 行 的 4 数 , 取 38 至 41 为 d 行 的 四 数 ,并 计算 
fü: 
αΞ 23. ack1—24, a+ 2= 25, ad 3-26, 
6-30, b—1-29, b-2—28. b—3-27, 
€—33. cc 1234, c—1—32, c—2—81, 
d-—39, d—1—38, ἆ ΓΙ:-40, ἆ 25 4]. 
然后 比照 图 416 填 成 图 解 18。 
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38 | 28 | z5 | 34 


图 解 18 

此 外 , 因 500 不 为 大 于 5 的 奇数 平方 数 所 整除 ,也 不 为 大 于 4 
小 于 10 的 偶数 所 整除 ,虽然 为 10 所 整除 ,但 因 1 E 100 的 连续 数 
之 和 为 5050, 已 大 于 500, 故 方形 图 中 数字 之 和 等 于 500 时 ,只 有 
25 格 和 16 格 的 方形 图 , 才 符合 要 求 , 可 以 填 数 。 

9. δὲ ES 25 格 方形 图 的 中 心 数 字 ,y 为 16 格 方形 图 每 行 四 
数 之 和 ・ 依 願 意 可 得 : 

2 X 4y, = 3 X 25E Hl: 8y, = 758, 

从 上 式 看 ,由 于 : (8,75) = 1. 80 — RERIK RAE y X 15 所 
整除 时 或 已 为 8 所 整除 时 ,上 式 才 有 整数 解 : 又 因为 ?之 75 时 ,有 
匹 之 8 时 ,根据 第 二 节 讨 论 , GEURA ΒΘ Κ.Ε 


Pio 是 奇数 方形 图 每 行 的 小 方 格 数 ] 代 入 得 已 > Στ 


ο PP FARE 8 EBR 8 
代 人 十 式 得 到 y, 一 758, 这 时 为 大 于 1 的 整数 , 故 取 等 于 2 时 ， 
是 上 式 瑟 所 取 的 最 小 值 , 即 E = 16, 从 而 得 到 y, = 150 

利用 25 个 连续 数 和 16 个 连续 数 的 公式 , 求 出 各 数字 ， 

A. 16x 25 = «34.15 gom. 

解 得 αι = 4, 即 25 个 连续 数 是 由 4 至 25, 

了 、4X150 一 人 十 157 S216 
848 a, 一 30, 即 16 个 连续 数 是 由 30 至 45. 
按 第 二 节 和 第 四 节 的 方法 , 比 对 有 关 图 ,可 分 别 填 成 以 下 图 解 
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19 和 图 解 20。 


图 解 19 图 解 20 

10. 仿 第 -- 节 的 方法 ,使 六 边 形 图 的 顶 角 数字 之 和 等 于 6 个 
已, 又 使 三 行 对 角 线 ,每 行 五 数 之 和 、 六 个 大 三 角形 每 个 三 角形 的 
周围 [ 即 边 上 了 五 个 交点 数字 之 和 等 于 5 个 巨 ,因此 , 先 将 图 中 每 个 
交点 写 上 五 ,并 做 五 士 t,t 是 待 确定 的 自然 数 , 即 # 二 1.2.3…… 

仿 第 一 节 方 法 ,经 计算 后 得 到 以 下 图 解 21、 图 解 22。 

【 注 :图 中 只 窟 有 正 负 符号 的 数字 ,实则 在 正 负 符号 前 加 上 E. 
dai E OIdu 3R E — 2. bad do. E E 6, 如 
RE = 7, 可 填 成 图 解 22, 六 个 项 角 数 字 之 和 等 于 42, 每 行 数字 之 
和 与 大 三 角 五 数 之 和 等 于 35. 


-2 +4 


+6 6 


国 解 21 122 


11. 按照 第 一 节 , 使 六 边 形 图 每 行 三 数 之 和 等 于 3 个 ,经 计 
Sus fS SIIRE23. Xp EZ 7, HR E — 10, 可 填 成 图 解 24, 每 行 数 
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字 之 和 等 于 30。 


国 解 23 图 解 24 


如 果 要 求 用 13 个 连续 数 填 图 ,就 要 选中 的 奇数 填 在 顶 角 点 ， 
选 + 中 的 偶数 填 在 边 行 的 中 点 ,用 抵 销 方法 计算 ,可 得 到 图 解 25。 
ἘΠΕ» 6 mm E= ?7 则 这 15 数 是 由 1 至 13 的 连续 数 ,可 填 成 
图 解 26. 每 行 数字 之 和 等 于 21。 


τ 6 10 8 1 ΜῊ 


-3 


2 13 6 
图 解 26 


Iuti25 


12. ΕΡΘΕΙΣ AIT 4 e E HARR. 
可 得 图 解 27, 其 中 互 > 6, {131 E — 10 可 填 成 图 解 28, 每 个 圈 内 4 
数 之 和 等 于 40。 
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αν «αν 
» 
CY, X 


如 果 要 求 用 七 个 连续 数 填写 , 则 按 第 四 节 的 方法 ,使 每 个 画图 

“内 四 数 之 和 等 于 a b.c d 四 数 之 和 . 先 将 每 个 圈 内 都 写 有 abed 

四 数 , 如 图 解 29, 然 后 在 图 的 上 一 个 图 写 6 一 1 和 a 十 1, 接着 在 左 
图 写 c 一 1。 


ων 
ka» 


图 解 29 


在 图 解 29 中 可 令 :4 一 1，a 十 1 一 2， 
b-123, b—4, 
< 一 1 一 5,，c 一 6， 
d=7, 
于 是 可 填 成 图 解 33。 
如果 要求 用 1 ? 的 连续 数 填 这 个 三 圈 图 , 且 每 个 圆圈 内 四 
数 之 和 是 最 小 值 , 则 将 三 国共 有 [【 即 任 一 图 蜀 内 都 有 这 个 数字 的 
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中 心 数 4, 取 为 这 七 数 中 的 最 小 数 , 如 分 别 取 4 = 1,4 = 3.45. 
【这 时 d 不 能 取 为 偶数 ,因为 < 和 a 十 1,5 一 1 和 ,c 一 1 和 c, 都 是 
二 二 互相 连续 的 ,如 果 取 4 为 偶数 , 必 造 成 一 对 不 能 连续 了 可 填 成 
图 解 30 .图 解 31 ,图解 32. 图 解 30 每 图 4 数 之 和 等 15 ,图解 31 每 
图 4 数 之 和 等 16 


DO 
DE 


33 


图 解 32 818 4 数 之 和 等 17 ,图 解 33 每 疾 4 数 之 和 等 18。 
凡是 取 每 图 4 数 之 和 大 于 18 时 ,都 可 以 上 面 四 个 图 为 依据 ， 
进行 推算 后 填写 ,例如 取 每 图 4 数 之 和 等 于 78 时 ,可 推算 如 下 ; 
因 (78 一 15) 一 63 不 为 4 所 整除 
(78 一 16) 一 62 不 为 4 所 整除 
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C78 一 17) 二 61 不 为 4 所 整除 
《78 一 18) = 60 除 以 4 得 商 为 15 
故 可 以 图 解 33 为 依据 ,把 图 中 七 个 数字 ,每 个 再 加 15， 便 可 得 
到 图 解 34. 每 图 4 数 之 和 等 于 78。 


ΠΜ 国 解 35 
如 果 将 上 图 改 为 接 父 叉 点 填 数 ( 辐 解 35》 
先 判 别 一 下 ,能 否 在 每 圈 的 交点 上 填 上 abe d.e 五 数 ,从 图 
解 35 ΤΕ. CTA” RAR EE H REANL 如 填 上 
"d", 这 就 和 左 圈 上 已 有 的 “cd ” 相 重复 , 故 知 不 能 做 每 图 都 有 ab. 
c dye 3i. 
另外 ,由 于 中 间 二 数 是 三 圈 共 有 数 .所 以 每 图 除了 三 个 共有 数 
外 , 其 余 二 数 ,是 从 外 围 三 数 中 取 其 一 ,这 就 得 到 这 外 围 三 数 必须 
是 二 二 之 和 都 相等 ,但 这 是 不 可 能 的 ,因为 : 
假设 外 围 这 三 数 是 mun S.D 
m+n=nt+tS=m++SsS 
解 之 得 到 :mz η Ξ 5 
这 和 要 求 数字 不 同 发 生 了 矛盾, 故 这 图 如 按 交叉 点 是 不 能 填 数 
的 。 
13. 因为 要 求 取 六 个 不 同 的 数字 ,并 且 是 较 小 的 数字 填 人 下 
面 的 三 图 图 , 则 这 六 个 数字 是 由 1 至 6 的 连续 数 。 又 因为 图 中 有 三 
个 数字 ,每 个 都 为 二 个 圆圈 所 共有 ,那么 ,将 这 六 数 之 和 再 加 上 为 
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二 个 圆圈 所 共有 的 三 数 之 和 ,合计 起 来 , 必 能 为 3 平分 [也 就 是 每 
圈 三 数 之 和 ]】, 因 为 3 个 等 差 数 之 和 , 必 为 3 所 整除 , 故 题 的 要 求 可 
解 , 现 演算 如 下 ， 
(十 6)X6 十 人 L 二 3) X3 
ΕΕ... 
【上 式 是 用 连续 数 公式 计算 1 至 6 与 1 至 3 二 个 连续 数列 之 
和 .】 
因 27 + 3 = 9 得 到 每 圈 三 数 之 和 等 于 9， 
将 1.2、.3 这 三 个 最 小 数 分 别 作为 二 圆圈 共有 之 数 ,如 图 解 36: 
剩 下 的 4.5.6 三 数 , 因 9 一 (1 士 2) 一 6,9 一 (1 十 3) 一 5,9 一 (2 
十 3) 一 4, 故 可 填 得 图 解 37, 每 图 内 三 数 之 和 等 于 9。 


΄ で ンジ 
| 0 


图 解 36 ΒΗΘ 


将 1 至 6 的 连续 数 填 图 ,可 以 得 到 四 种 结果 , 则 每 圈 数 字 之 和 
分 别 为 9.10,11,12。 填 法 是 ,只 要 将 六 个 数字 分 成 二 组 ,每 组 都 是 
等 差 数列 并 轮换 作为 二 图 的 共有 数 ;这 些 共 有 数 之 和 越 小 , 则 每 图 
数字 之 和 也 越 小 .分 别 填 成 图 解 38, 图 解 39, 图 解 40. 图 解 38 每 图 
三 数 之 和 为 10, 图 解 39 每 圈 三 数 之 和 为 11, 阁 解 40 每 圈 三 数 之 和 
为 12。 
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图 解 38 均 解 39 
Tao 图解 全 


如 果 要 求 每 圈 三 数 之 和 大 于 12, 且 这 六 数 必 须 是 连续 数 【如 


果 不 是 连续 数 , 那 就 更 容易 了 了 则 可 将 上 面 四 图 【图 解 37 .图 解 38、 
图 解 39、 图 解 40] 为 依据 ,进行 推算 ,例如 求 每 圈 之 和 为 20, 则 : 


因 (20 一 9) — 11, 不 为 3 所 整除 ， 
(20 一 10) = 10, 不 为 3 所 整除 ， 
(20 一 11) 一 9, 除 以 3 得 商 为 3， 
(20 一 12) = 8.428 3 所 整除 。 
故 可 以 图 解 39 为 依据 ,把 图 中 六 个 数字 ,每 数 加 3, 便 可 得 到 


图 解 41 ,每 圈 三 数 之 和 等 于 20. 


号 大 


14. 先 作 每 个 加 图 内 都 有 a.6e.de、f 六 个 代数 ,再 用 加 减 符 
荫 上 数字 ,使 每 圈 六 数 之 和 仍 等 于 .cd.e\ 了 六 数 之 和 ,并 使 
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加 上 符号 的 代数 能 与 本 身 不 加 符号 的 代数 成 为 两 个 连续 数 ,如 图 
解 AZ DR ace 1 后 , 另 一 个 < 就 不 再 带 可 减 符号 ,如 果 要 加 则 取 
4 十 2. 这 样 < 十 1 和 xi 或 < 十 1 和 &T+2 都 能 成 为 两 个 连续 数 。 


并 写 上 :aa 十 1 
παν ; 
ῃ { ce+l 
QA d a. 
ΠΤ; ^ 
ナー ルナ 


图 中 机 线 上 下 相对 的 数 可 交换 

VA. ERR bue 外 ,其 余 八 数 ,每 二 数 都 可 成 连续 数 。 因 此 必 和 * 可 
以 取 为 连续 数 ,也 可 以 一 奇 一 偶 ,但 要 偶 大 于 奇 , 即 διε 可 分 别 取 
为 1.2.1.4,T.6，1.10, 或 3.4,3、.6,… ,3.10, 或 5.6， 5、10， 
或 7.8,7、10,9,10, 其 余 八 数 , 则 取 除 5.e 已 代替 的 二 数 外 的 数 。 因 
5 和。 是 三 闭 共 有 数 , 故 只 要 取 b.e 最 小 值 , 则 可 得 到 每 图 六 数 之 和 
的 最 小 值 , 如 取 ”= 1,e 一 2, 则 ae 一 3 十 1 一 4c 一 5，. 
rf 二 1 二 6,d4 一 1=7,d 一 8,f 一 1 一 9,/ = 10, 依 图 解 42 填 写 
可 得 图 解 43 ,每 图 六 数 之 和 等 于 29。 


5 {3f 1 8 
8 A9 4 jT 
[ιο 2i] ο 


AURA =l, e=4, a=2, a+1=3, δις 12 6, 
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d—1=7, d=8, £—1-9, f — 10, 依 图 解 42 填 成 
図解 44, 每 图 六 数 之 和 等 于 30。 


ELI 


ΠΗ͂Ι b—3.e—4,.a—liacrl1-—2. 5. 
d—127.d-8, f—1-9, f — 10. (KI fI 42 可 填 
成 图 解 45 .每 图 六 数 之 和 等 于 31。 


IL iid 


HRb—1,e-—8 ac2.a-tle8,c—4 εἼ-1-- δν 
d-1=6, 4 二 7， 一 1 一 9,， 了 一 10, 依 图 解 42 可 填 
成 图 解 46. 每 图 六 数 之 和 等 上 32。 


ZY 
O {6} 


[ΠΤ Ion 


{ΠΡ --5,ε-θ, 4 一 1, aa 十 1 一 2,c< 一 3，c 十 1 一 4 
d 1-1, d—8, f- 1—9, プー10、 依 国 解 42 可 填 成 图 解 47， 
每 图 入 数 之 和 等 于 33. 


3 [2|] 9 14 1 9 3 μοὶ 7 
6 VA 10 |5 E l| 6 j4j 2 
图 解 51 地 解 52 


iul b—5.e—8.a—l.a-c1—2.c—8 Cc 十 1 二 4， 

ἐ-1-6, d=7, f -1—59, 了 f= 10, 依 图 解 42 可 填 

成 图 解 48, 每 圈 六 数 之 和 等 于 34。 

如 取 56 二 ?7. εΞ 8, a=1, a+1=2, c=3, Cc 十 1 二 4， 

d—1-5,d-—6, ナー ユー9, /一 10, 依 图 和 解 42 可 十 

或 图 解 49, 每 圈 六 数 之 和 等 于 35。 

WR5—7,e—10,a—l. a 十 1 二 2, c3, cct lcd. 

d—1-8,d—6, f —1-— 8, f — 9, 依 图 解 42 可 填 
成 图 解 50, 每 圈 六 数 之 和 等 于 36。 

MURb-—9.e6e—10.a—1.; ac 1—2, c=3, c-l—4, 
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d—1-—5,d—6. f—1-—17, f= 8, 依 图 解 42 可 填 
成 图 解 51 ,每 圈 六 数 之 和 等 于 37。 
在 1 至 10 的 数字 中 , 凡 三 圈 共 有 的 be 二 数 之 和 相等 者 ,其 每 
轿 六 数 之 和 也 相等 ,如 以 5 二 1,e 一 8 和 以 5 二 3,e — 6 填 成 的 图 ， 
每 图 六 数 之 和 ,都 等 于 32。 
ME b = 3,e 二 6, 随便 再 选 f -1=1,f 一 2， 
过 一 1 一 4 d=5, a=7, a--1—8.c—9. :十 1 一 
10, 依 图 和 解 42 可 填 成 图 解 52, 每 圈 六 数 之 和 等 于 32。 
因此 ,以 1 至 10 的 连续 数 十 此 种 三 圈 图 时 ,每 图 内 六 数 之 和 
最 小 值 是 29, 最 大 值 是 37。 如 果 取 每 图 六 数 之 和 大 于 37 时 [10 个 
数字 仍然 是 连续 数 卫 可 将 以 上 九 个 图 【从 图 解 43 至 图 解 51】 为 依 
据 , 进 行 推算 .例如 取 每 图 六 数 之 和 等 于 38 时 ,因为 每 圈 有 六 个 数 
字 , 故 有 : 
38 一 6 一 32 
可 依据 每 圈 等 于 32 的 图 ,将 图 中 每 一 数字 都 加 1 就 可 以 了 。 
如 图 解 53, 每 圈 六 数 之 和 等 于 38. 


图 解 53 图 解 54 


現在 要求 用 10 个 连续 数 填 此 种 三 圈 了 图 .并 使 每 圈 六 数 之 和 等 
于 58， 
因 58-29-29 不 为 6 所 整除 
58 一 30 二 28 不 为 6 所 整除 
58 一 31 = 二 27 不 为 6 所 整除 
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58— 32—26 不 为 6 所 整除 
58 — 33 = 28 不 为 6 所 整除 
58 — 34 = 24 除 以 6 得 商 为 4 

故 可 依据 以 上 每 图 六 数 之 和 等 于 34 的 图 [ 即 图 解 481 每 个 数 
字 加 4. 可 填 成 图 解 54 .每 国 六 数 之 和 等 于 58。 

再 要 求 用 10 个 数字 之 和 等 于 70 填 图 . 先 计算 一 下 ,看 这 70 是 
TRY 10 ιν 2 本 利用 和 连续 数 人 ^ 式 试 算 : 

ΤΟ — Qa 9) x 1 τ. Ὅτι Β το = 
10a, 十 45 nm 故 知 TO 不 等 于 10 个 连续 数 之 和 。 

na Ht] germ os dts 

又 因 10 一 5 二 5， 

由 此 每 知 ,7?0 是 由 2 至 11 的 连续 数 之 和 再 加 5. 故 只 要 将 以 上 
图 [ 措 由 1 5 10 的 连续 数 十 成 的 图 ] 中 , 凡 图 中 欧 二 圈 共 有 数字 中 
县 5 澳 , 就 可 做 为 依据 . 即 ; 先 将 图 中 每 个 数字 吉 1, 然 后 再 将 三 
圈 共 有 的 一 数 , 取 其 -加 5, 或 将 5 分 为 二 数 ,每 数 加 一 个 共有 数 ， 
但 加 后 得 到 的 数字 ,不 得 和 其 余 信 数 相 重复 .由 于 44 一 (6 十 5) = 
33, 故 可 取 每 圈 数 字 之 和 为 33 的 图 , 先 将 图 中 每 个 数字 加 过 如 图 
解 55] 再 将 三 图 共有 的 数字 7 改 为 12[ 如 图 解 56] 


Γι 


ΕΙ 56 中 10 个 数字 之 和 为 70, 每 圈 六 数 之 和 为 44。 
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由 上 得 知 ,将 1 至 10 的 连续 数字 , 填 入 此 形 的 三 圈 图 ,由 于 图 
中 两 个 三 国共 有 数字 之 和 不 间 , 所 以 每 轿 数 字 之 和 同一 数 时 ,可 以 
填 成 的 图 的 个 数 也 不 一 样 ,由 以 上 数据 可 得 : 


每 图 六 数 之 和 


三 蜀 共 有 数字 之 和 
brem) 


DET ZI [d 


29 


142-8 


1 


30 


1944-8 


1 


31 


1+6=7 


3+4=7 


2 


32 


148-9 


3+6=9 


33 


110-1 
348-1 


56-1 


34 


310-13 


88-13 


35 


510-15 


71-58-15 


3 


36 


74-10-17 


1 


37 
[um 


9-10 -- 17 


1 


由 上 表 可 知 , 当 每 圈 六 数 之 和 等 于 33 时 ,可 十 不 同 的 图 3 个 ， 


这 3 个 图 的 三 圈 共 有 数字 都 有 大 于 或 等 于 5 者 ,前 面 最 后 的 图 [图 
解 56] 就 是 由 共有 数字 为 5,6 的 图 填 成 的 .此 外 ,还 有 两 个 , 它 同 
样 适合 要 求 ,可 做 依据 ,继续 做 图 填 数 如 下 : 

仿 前 面 方法 , 先 取 5 一 1,e 王 10, 则 4a=2,4 十 1] = 3,0 4, 
ccbi-5.4—1—6.d— 7,f 一 1 一 8.f 一 9, 依 图 解 42 填写 可 


得 图 解 57 
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图 解 58 


再 将 图 解 58 中 的 *11” 改 为 “16”; CO 
图 解 59 
n ý 4cml1-8d-l-7 


图 解 42 填写 


O unt 


再 将 图 解 61 中 的 “9” Bosnia" {αν 
可 得 图 解 62。 NN ペグ 


此 图 如 改 为 按 相 交点 填 数 , 则 不 能 填 数 ,其 道理 也 和 上 (12》 
题 末尾 所 说 的 - 样 ,请 读者 试 演 之 。 
15. 仿 上 面 讲 这 的 方法 作 图 : 


图 解 63 有 :4,2 十 1. 
6b Ed. 
εἼ-1Η- επ 3} ΕῚν 
d — 2. 


eec] 


[7 


易 知 图 解 63 右辺 各 数 ・ 可 以 湊 成 11 个 连续 数 ,图 中 4 一 2 是 
11 个 数 中 ,唯一 为 四 个 圆圈 所 共有 的 数 ,因此 ,4 一 2 之 值 越 大 , 则 
每 个 图 内 六 数 之 和 也 越 大 .而 <- 2 在 这 11 个 连续 数 中 ,只 能 代替 
1,3,5.7.9.11 H8 08 1 35 11 的 连续 数 ,如 果 是 由 2 至 12 的 连续 数 ， 
则 4 一 2 只 能 代替 2.4.6.8.10.12] 以 图 解 63 为 依据 ,可 分 别 填 成 
下 面 各 图 ; 

HR4—2—14a-—2,.4ci-—d3e-i1-4ec5,.1-—6, 
プー コテ 7rc す 3 テー8 げ キュ =9 
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Hd-2—5,a—1l.ac1-2.b—3, 58 十 1 二 4, c 
]—-56.f-1-—7.c-8-—8. ナオ =9、eー1=10, e= 11, 
可 填 成 图 解 66 ,每 圈 六 数 之 和 为 35。 

Rd-2=7, a=], a—1-—23.6—3. b 124, e— 
1=5,e=6c+1=8, f —1259.c-3—10, f -1— 1. 
可 填 成 图 解 67 ,每 圈 六 数 之 和 为 36。 

Hüd—2-9.«—1l.a-FE1—2«cr 1-3. f—1—4.c 
+3=5, /+1=6,.¢e—l1=7,¢e=8,6=10,5+1=11 可 
SORRIR 68, 每 痢 六 数 之 和 为 37。 

取 〆ー2 王 11, a=], act1—2: b=3, 6 十 1 二 4,e 一 
ο ο δα...” 
可 填 成 图 解 69, 每 圈 六 数 之 和 为 38 。 

如 仍 以 4 一 2 = 3, 将 其 余 各 数 变换 ,ae 4. a 十 1 二 5, ε-- 
l=1,e=2, cil1=6, 了 一 1 一 7、 


c 3-8, £129, b—10. b 1 — 11, 填 成 图 解 70, 每 图 
数字 之 和 食 等 于 δα. 

如 仍 以 4d 一 2 一 5. 将 其 余 各 数 变 换 a 3, 4 十 1 一 4, δ- 
1 bc-1-—2.ctl-—6,f—1-—7.c8-—8, f+1l=9,e 
二 11,。 一 1 一 10, 填 成 图 解 71, 每 图 六 数 之 和 仍 等 于 35。 

由 以 上 得 知 , 凡 以 1 至 11 的 连续 孝 填 此 种 三 圈 图 ,得 到 每 圈 
六 数 之 和 分 别 丰 :33 ,34.35.36、37、38。 

如 果 要 求 用 连续 数 填 这 种 三 圈 图 ,每 闭 内 六 数 之 和 大 于 38. 
可 依 以 上 各 图 推算 填写 .如 要 求 每 圈 内 数字 之 和 等 于 40, 可 推算 
mF: 

因 40 一 38 = 2, 不 为 6 所 整除 ， 

40 一 37 一 3, 不 为 6 所 整除 ， 
40 一 36 = 4, 不 为 6 所 整除 ， 
40 一 35 一 5, 不 为 6 所 整除 ， 
40 一 34 一 6. 除 以 6. 其 商 为 1， 
40 一 33 一 7, 不 为 6 所 整除 

故 可 按照 每 图 六 数 之 和 为 34 的 图 民 如 图 解 70】 将 图 中 每 数 
18 1, 可 填 成 图 解 72。 

如 果 要 求 这 11 个 数字 之 和 大 于 66,【 因 为 1 至 11 的 连续 数 之 
和 为 66】 例 如 取 11 数 之 和 为 200, 因 200 一 66 = 134 不 为 11 所 整 
除 , 故 知 200 不 是 11 个 连续 数 之 和 。 

m [29758 ] 到 整数 部 分 12, 侠 数 2, 也 就 是 说 取 13 至 23 的 
连续 数 后 还 余 2。 故 将 1 至 11 的 连续 数 的 图 中 数字 每 个 加 12, 再 将 
四 图 共有 的 数字 即 4 - 2, 再 加 2. 为 了 使 (2 — 2) 加 2 后 ,其 值 不 和 
其 余 10 数 相同 ,可 选择 4 - 2 = 11 这 个 图 [ 即 每 圈 六 数 之 和 为 38 
的 图 解 69 了 为 依据 . 先 将 图 中 的 数字 每 数 加 12. 然 后 再 将 四 合共 有 
的 数字 再 加 2。 即 : 图 解 73、 国 解 74。 
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图 解 74 中 11 个 数字 之 和 为 200, 每 圈 六 数 之 和 为 112。 

又 如 果 把 图 解 63 变换 成 中 间 这 个 加 图 内 的 六 个 代数 [ 指 英文 
字母 ] 全 部 不 带 正 负 符号 的 数字 ,如 图 解 75, 由 于 4 和 a 十 2 不 成 连 
续 数 ,为 了 要 把 这 11 数 竣 成 连续 数 ,只 有 把 4 夹 在 4 和 a 十 2 之 间 ， 
凑 成 三 个 连续 数 。 


WY KA 
[e MTA 
在 図解 75 中 ,如 果 仍 取 1 至 11 的 连续 数 , 则 d 的 取 值 只 有 取 
偶数 , 即 2.4.6.8.10. 每 图 六 数 之 和 也 随 着 d 值 而 增 大 ,对 应 等 于 
33、34、35、36、37 .读者 不 妨 制 图 验证 。 


如 果 要 求 11 个 数字 之 和 为 200, 且 规定 每 圈 六 数 之 和 的 话 , 则 


由 于 计算 较 复杂 , 填 数 难度 就 更 大 了 ;计算 如 下 : 
200 = 24 + 104)11 
D 


这 是 等 差 数 列 公式 ,a 是 首 项 ,< 是 公差 。 
简 为 200 = 11a, 十 55d 
TRA: 


9 


d-38ba —3 余数 3， 
ΜΕΡΗ: σ 
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仍 以 11 个 数 之 和 等 于 200, 要 求 每 圈 六 数 之 和 等 于 113。 根 据 
前 面 造 表 查找 可 得 ， 

ERB? 横行 “每 图 六 数 之 和 ”中 有 “100”,“ 三 圈 共 有 数 应 再 
加 的 数 ” 有 "13”, 即 :100 + 13 -= 113, 而 *100” 顶 上 有 *34”. 因 此 ， 
可 将 此 行 的 数列 依照 1 至 11 连续 数 填 成 每 阐 六 数 之 和 等 于 34 的 
图 如 图 解 65 ,对 应 可 填 成 图 解 ?76, 再 将 图 解 76 中 共有 数 14 加 13, 
可 填 成 图 解 77。 


s 


we? 


ΕΒ 18 横行 有 启 样 情况 ,同样 可 得 到 图 解 78, 再 将 图 解 78 
中 共有 数 15 加 13 ,可 填 成 图 解 79。 


LA LGA 


iM TR 图 解 79 
上 表 第 22 横行 后 尾 有 “111” 和 *2”. 用 同 尽 方法 可 得 到 图 解 
80, 再 将 图 解 80 中 共有 数 27 加 2, 可 填 成 图 解 81。 
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根据 上 表 . 按 要 求 可 填 成 上 面 图 77 .图 79 .图 81 三 个 图 。 


LA S 


图 解 80 图解 81 


16. 仿 上 题 的 方法 做 图 解 82 
令 :e- 2-1, a—1=2, aa=3，eT1 一 4,d+1=5 ナー 
2—6,c—2—1, f=8, c=9, ἆ Γ6510, b ΓΙ -- 11 ὁ 
十 2 = 12, 可 填 成 下 图 解 83, 毎 園 六 数 之 和 等 子 37. 

如 果 将 各 个 代数 值 交 换 , 即 令 : 

d+1=1,c¢c—2=2, f-2=3,c=4, f=5,d+6 
=6, e—2=7, a- 1=8, a=9, ec 1-10, b 1— 1. 
ὁ 2 = 12, 依 图 解 82, 可 填 成 图 解 84, 每 图 六 数 之 和 等 于 37。 


図解 82 [Sid 


NI 
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S4bcLl-lbt222.d1—-8 7 一 2 一 4 
5, f=6,c—7, d 6:8, e 2—98, av 1510, 

4 二 11，e 十 1 二 12, 依 图 解 82, 可 填 成 图 解 85, 每 图 六 数 之 和 
等 于 37。 

如 果 将 图 中 心 圆圈 全 免 挤 正 负 符 号 数 更 容易 得 到 图 解 86 

令 :d =1, d+1=2,6=3, 0 二 1 一 4 了 一 2 一 5 

ε- 2-6, f=, εξ δια θα 1310. 

e=1l, e+] -- 12, 依 图 解 86. 可 填 成 下 图 解 87, 每 图 六 数 之 
和 等 于 39. 
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V 
图 解 88 

如 果 将 各 个 代数 值 交 换 , 即 令 ; 

ο ο ο ο /2—4,c=5, 了 一 6， 
a=7, a+1=8, b=9, b+1=10, d S11, d 十 1 二 12, 依 
图 解 86, 可 填 成 图 解 88 ,每 图 六 数 之 和 等 于 39。 
再 令 :ae = 1，4 十 1 一 2,， b=3, b+1=4, d=5, d+1=6, 
e=7. e+1=8, c—2=9, ナー2 三 10, c 三 11, げ ー12, 依 
图 解 86, 可 填 成 图 解 89 ,每 图 六 数 之 和 等 于 39。 
由 上 得 知 , 按 图 解 82 在 1 至 12 的 数字 中 ,各 个 代数 值 虽然 交 
换 使 用 ,但 每 围 六 数 之 和 仍 是 37; 图 解 86 也 如 此 ,各 代数 值 交换 
后 , 每 图 六 数 之 和 仍 是 39. 因 此 ,凡是 取 每 图 六 数 之 和 大 于 37 ,都 
可 以 这 二 个 原 图 [ 即 图 解 82, 图 解 861 选择 其 -为 依据 ,进行 推算 
填 图 ,当然 这 样 做 后 ,12 个 数字 就 不 强求 为 连续 数 了 [如 果 每 圈 六 
数 之 和 比 3 所 多 出 的 数 等 于 6 的 倍数 , 则 这 12 个 数 就 可 取 为 连续 
数 】。 
”现在 再 填 一 个 每 图 六 数 之 和 等 于 50 的 四 图 图 。 
因 50 — 39 一 11, 可 将 图 解 86 和 由 图 解 86 填 成 的 三 个 图 为 依 
dg. 看 图 中 哪 一 个 数 加 11 后 ,不 和 其 余 各 数 重 复 ,就 取 这 数 。 如 取 
妇 一 3” 再 加 11, 得 到 0 一 14, 而 2 十 1 一 15, 其 余 10 数 照 原 不 变 ， 
得 到 图 解 90 ,每 图 6 数 之 和 等 于 50。 
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如 果 用 1 至 10 的 连续 数 填 


如 果 将 上 图 改 为 按 交 
叉 点 填 数 , 则 用 每 点 填 上 E. 
使 每 图 ?7 数 等 于 7E, 可 得 图 
解 91, 图 解 93, 在 图 解 91 
"PEE — 10, 每 图 ? 数 之 和 
等 于 70, 在 图 解 93 中 ,如 取 
E-10,8B8 7 数 之 和 等 于 


BRERA EHARA abue, 
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de./.87 数 ,但 可 以 通过 以 下 的 计算 填 数 ， 


Hm EG ÉE ES iub. 0 每 边 交点 


上 的 三 数 之 和 必 和 相等 ,[ 设 每 边 等 于 KK1 又 因 1 5 10 的 连续 数 之 和 
ο. αν ok as ον 

可 解 得 :E = 1,4.7,10. 

4 E= ΤΝ Κ-- 18 

我 们 将 2 至 10 的 连续 数 分 为 三 组 ,每 组 (天 ) 等 于 18, 就 可 得 
到 , 且 仅 得 到 以 下 二 种 情况 ， 

(一 )10,6,2， 9,4,8. — 8.3.7; 

(10.6.8. 9.2.7, — 8.4.6, 

由 图 易 知 ,图 外 转 三 数 之 和 也 等 于 到 ,而 这 三 数 是 从 每 组 中 抽 
一 数 . 现 先 将 (-…) 的 三 组 填 图 .随便 将 一 组 填 入 图 的 一 边 , 如 图 解 
95。 这 时 ,图 解 95 外国 剰 下 前 二 点 、 只 能 填 5.3, 即 图 解 96. 剩 下 的 
按 组 分 别 填 在 每 边 ( 即 ) 的 空 点 上 .于 是 可 得 图 97, ΒΡΕ 
? 数 之 和 街 于 37。 
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显然 (一 ) 的 三 组 , 几 辣 样 方法 还 可 以 填 成 多 排列 不 同 的 图 。 
再 以 (二 ) 的 三 组 填 图 , 按 同 祥 方 法 , 先 填 图 解 98, 再 填 図 解 
99, 最 后 填 图 解 100, 每 图 7 数 之 和 等 于 37。 


当 巨 =4, 时 , 则 六 一 17。 

我 们 将 1.2,3,5.6,7.8,9.10 分 为 三 组 ,每 组 ( 即 玉 ) = 17 ,也 
只 有 以 下 二 种 情况 ， 

Cz)10,01.8. 9,3.5， 2.5,8i 

(010,2,5, — 9,17, — 8,8,6. 
将 (三 ) 的 三 銀 填 国 , 用 同伴 的 方 法 可 得 : 先 填 囲 解 101, 再 填 
图 解 102 ,最 后 填 图 解 103 ,每 图 ? 数 之 和 等 于 38。 
将 (四 ) 的 三 组 填 图 ,用 同 绊 方法 可 得 : 先 填 图 解 104, 再 填 图 
解 105・ 最 后 填 国 解 106 ,每 圈 7 数 之 和 等 于 38。 
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国 解 106 
BME-TWNJUK —16 
我 们 将 1,2,3,4,5,6,8,9,10 分 为 三 组 ,每 组 ( 即 天 ) = 16.140, 


有 二 种 情况 : 
(五 )10,1.5， 9,3,4, 2,6,8; 
(六 )10,2,4， 9,1,6, 8,3,5。 


将 (五 ) 的 三 组 填 图 ,用 同样 方法 可 得 : 先 填 图 解 107。 再 填 图 
解 108 ,最 后 填 图 解 109, HEEL 7 数 之 和 等 于 39。 
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将 (六 ) 的 三 组 填 图 ,用 同样 方法 可 得 : 先 填 图 解 110. 再 填 图 
解 111, 最 后 填 图 解 112, 每 图 7 数 之 和 等 于 39. 


9 
B10 图 解 111 


当 五 =10 时 , 则 一 15。 
我 们 将 1 至 9 的 连续 数 分 为 
三 组 ,每 组 (K) = 15, 也 有 


二 种 情况 ， 
(七 )9,1,5， 83.45 
7,2,6; 
(9.2.4. 8,1,6， 
7,3.5. 


将 (七 ) 的 三 组 填 图 ,同样 方法 可 得 : 先 填 图 解 113, 再 填 图 解 
114, 最 后 填 图 解 115, 5888 7 数 之 和 等 于 40。 
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将 ( 八 ) 的 三 组 填 图 .同样 方法 可 得 : 先 填 图 解 116, 再 填 图 解 
117, 最 后 填 图 解 118. 毎 較 τ 数 之 和 等 于 40。 


Mx 


XN A 
1 


ΒΤ 


由 上 得 知 , 凡 要 求 图 中 
10 数 之 和 大 于 55 或 每 圈 7 
数 之 和 大 于 40, 都 可 以 把 以 
上 由 1 至 10 的 连续 数 】 每 
圈 7 数 之 和 等 于 37.38.39. 
40 四 个 图 为 依据 ,然后 再 通 
过 计算 去 填 数 。 


17. 按 第 二 节 , 使 每 行 等 于 5 个 E, 先 利用 第 十 四 章 第 二 节 中 图 47 
取 其 上 横 、 右 直 二 行 数字 填 入 五 角 星 图 的 横 、 斜 二 行 即 图 解 
149, 其 次 把 图 解 119 内 五 个 交叉 点 中 剩 下 的 一 点 填 上 十 18， 
使 这 五 数 之 和 等 于 5 个 已 如 图 解 120, 再 次 把 图 解 119 中 五 个 
ΠΙΑ  Τ ΑΗ ΗΕ 一 3，- 7 ,使 这 五 数 之 和 仍 等 于 5 个 已， 
如 图 解 121, 最 后 刹 下 三 个 和 斜 行 , 每 行 只 有 一 点 未 填 ,于 是 再 通 
过 简单 的 计算 ,就 很 容易 填 成 图 解 122 ,其 中 巨 之 30 iR E = 
30 ,可 填 成 图 解 123 ,每 行 五 数 之 和 为 150。 
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+12 


A / \ 
a2 "ο. ょ 12 一 - -8--9--8—— +10 
κ... +29 
4 
ds. 0 
PE 
"d À M 
- -1 -7 
[d =7 msi 
图 解 121 


18. 使 六 角形 图 每 行 等 于 as b.c d 四 数 之 和 , 作 图 解 124。 


Á /N 


42 —125,—21-22 — 40 N / 
N ΒΖ 


仿 第 四 节 , 先 填 图 的 左 斜 行 ,如 图 解 125。 


多 解 125 


填 图 的 右 斜 行 ,如 图 解 126。 


国 解 126 


的 下 横行 如 图 解 127。 


E 
zi 
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同时 写 : 
αν 2+1、a+2 
bb—2 
cect+l,c—2 
4. ἆ ΓΙ. d+2 


198127 
AATE FAAN 


25 
8 
io 
3 


T8128 Ίττ)----ο v4 


$a-latl-2.«—2-—3 Ν Ν 


d=4, d+i=5, d+2=6 / , 
5=10,5~2=8 63=7 κα Ν ΖΝ 
c=11, c+1=12,c—2=9 wA 

7 


t129 
于 是 可 填 成 图 解 129, 每 行 数字 之 和 等 于 26。 
19. 使 六 角形 图 每 行 等 于 5 个 巨 ,中 间 点 为 E, 按 第 二 节 利用 图 
47, 取 其 上 横行 数 填 在 六 角形 图 的 上 横行 ,如 图 解 130, 并 反 其 正 
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负 号 对 应 填 下 横行 ,如 图 解 131 。 


图 解 131 


图 解 130 
这 时 从 图 解 131 看 , 左 斜 行 已 有 二 数 之 和 等 于 一 15, 于 是 可 


XE BUE USER 15, mik 2,6. 7 r0] 38 1,3, 11, 428 HET 可 填 成 
图 解 132, 同 时 反 其 正 负 符 号 对 应 填 与 此 行 平 行 的 另 一 斜 行 ,如 图 


解 133。 


1132 


最 后 只 剩 下 右 余 行 上 有 一 点 未 填 ,就 很 容易 填 成 图 解 134 ,如 
JE = 16, 可 填 成 图 解 135 ,每 行 五 数 之 和 等 于 80, 
如 果 要 求 这 19 数字 是 连续 数 , 则 仍 仿 第 二 节 的 方法 ,进行 推 
算得 到 图 解 136。 
WR E = 10, 可 填 成 图 解 137, 每 行 五 数 之 和 等 于 50。 
351 


围 解 137 


20. 作 八 角形 图 .使 每 行 都 有 a o.c d 四 数 如 图 解 138。 


a 


图 解 139 


ΗΒ 


再 按 第 四 节 , 利 轩 图 416 ,将 图 416 的 上 横 , 左 直 二 行 的 数字 ， 
【 指 其 中 的 阿拉 伯 数 字 和 正 负 符 号 } 填 入 八角 图 中 的 上 横 左 直 二 
行 中 ,同时 反 其 正 负 号 对 应 填 下 横 、 右 直 二 行 ,如 图 解 139。 

这 时 ,就 很 容易 选 得 a 土 2 和 < 土 3 填 入 剩 下 的 四 个 角 。 如 


解 140。 


由 图 写 :a 一 2, 4a 一 1, a 十 1l, a 
+2 
b~2,b—1,b+1, ὁ 
+2 
ce— 3, c—-l. c+1, c+ 
3 
d--3, d—2, d+2, d 


az ー3 
IE SEU 
将 以 上 右边 的 代数 选择 其 值 , 仿 第 四 节 方法 ,从 最 小 数 取 起 ， 
递 次 加 多 。 
第 一 行 , 因 a 一 2 最 小 
故 取 a 一 2 二 1, 得 到 a 一 1=2. α ΓΙ τά, 4 十 2 二 5。 


第 二 行 , 因 5 — 2 最 小 , 先 试 算 一 下 ,如 取 b 一 

由 于 6 一 1 一 4 而 和 前 一 行 的 4 十 1 = 4 重复。 

Μο 一 2 只 能 取 等 于 6, 得 到 6 一 1 二 7, 5 十 1 一 9, 上 十 2 二 
10, t 

三 行 ,e 一 3 最 小 ,同上 道理 ,c -~ 3 只 能 取 等 于 11, 得 到 c 一 1 = 

13, ΕΕ 1 Ξ 15, c 3— 17. 
第 四 行 4 一 3 最 小 ,同上 道理 ,4d 一 3 只 能 取 等 于 18, 得 到 2 一 2 二 
19. d+2=23, d 十 3 二 24, 寺 是 可 填 成 图 解 141, 每 行 四 数 之 和 
等 于 46。 


353 


1 
图 解 141 


21. 利用 第 二 节 的 图 47, 仿 上 题 , 先 填 八 角形 图 中 一 个 四 方形 ,如 
图 解 142。 
这 时 ,图 解 142 的 左 斜 行 二 数 之 和 为 6, 再 选 三 数 之 和 为 一 6 


M ; 选 得 一 13， 十 3， 十 4,【 也 可 选 十 13， 一 15， 一 4 其 余 类 
推 ] 同 时 皮 其 正 负 续 与 其 对 应 平行 的 另 一 斜 行 也 写 上 相同 数字 ， 
如 图 解 143。 3 
12 に 一 10 
"f 5 一 -9 一 -8 一 Y12 一 25ー-9 一 8 一 + 
D: ng | 
に af ΧΙ 
NA g NIS 
サーー E 1 +4 ご イーーー ーー 
pA | Nf 
| M Al 
ELM - ο“ -10 tezi 
+13 
由 和解 142 图 解 143 


Fep E ze 20, ΠῚ Ε — 20, 可 填 成 图 解 144 ,每 行 五 数 之 和 = 
100。 
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AN 
a ET 1 


A A 


HOW 20 —2 Aie 
A B 
10—2 ΕΝ 
33 
图解 144 
第 十 五 章 
ュー キー 
。/ / 。 图 解 145 的 填 数 法 :做 每 行 3 
# \ 个 分 数 之 积 等 于 1, 只 要 注 
“> E L N EERBARE RN 
\ νν τού 计算 比较 容易 ,如 图 解 145。 
H i 
ΜΜ 
ォ ー ォ ー* 
国 解 145 
将 图 解 145 中 的 分 数 通 分 ， 
-- 即 求 出 分 母 的 最 小 公 们 ,就 
是 上 的 最 小 值 ,将 £ 乘 名 分 


数 , 得 到 图 解 146, 每 行 三 数 
之 积 = 60 -- 216000。 


图 解 47 的 填 数 法 是 : 任 取 3 
355 


; 
j= 


个 不 同 分 数 做 为 相连 的 3 个 
ΣΤΕ 
子 填 信 对 称 角 , 比如 网 去， 


上 ， 上 ,将 其 中 相 邻 二 数 之 


积分 解 等 于 不 同 的 二 个 因 
i 数 、 


< 
3 


图 解 147 


再 选 其 中 二 个 自 倒 母子 后 填 信 这 个 大 三 角形 边 上 的 二 点 ,使 大 三 
角形 押上 4 ο ο πο. 
xig xde εδ x B sene ttu ren o HERR 
147 


中 已 填 上 数字 的 大 三 角 邻 边 另 一 个 三 角形 的 边 上 已 有 三 数 : 因 半 


νο”... 


边 上 剩 下 的 一 数 ,最 后 图 中 剩 下 的 其 他 三 数 , 只 可 将 各 自 的 数 颠 倒 
后 填 人 对称 格 就 成 了 ,如 图 解 148， 
1 L 


30 di 


300— 72 


/NZN 


将 图 解 148 中 各 分 数 通 分 、 
{431 E = 60, 将 60 RES 
数 , 得 到 图 解 149, 图 中 : 外 


2 人 一 6 — 6 一 600 一 》15 
AS 
50 — 12 


故 取 一 4 da = 2， 
b 8,20 = 6, 
c= 5,2c = 10, 


得 到 图 解 151 ,每 圆 4 数 之 
积 = 60, 也 可 作 每 呵 等 于 E, 
如 图 解 152 ΠΕ 155, ΒΕ 4 
数 之 积 = 12 = 20736, 通 分 得 


五 = A2 12 的 倍数 】 


顶 六 第、 内 也 六 角 六 数 之 积 
等 于 605 = 46656000000, f$ 
个 大 三 角 边 上 5 数 、 每 行 5 
数 之 积 等 于 

605 = 777600000, 

图 解 150 的 填 数 法 : 先 作 图 ， 
使 每 圆 都 有 MU MEME 
数 , 毎 園 傍 乗 分 数 都 等 子 1 
如 图 解 150, 然后 计算 图 中 
各 数 , 取 每 图 最 小 值 , 由 小 到 
大 , 取 :d = 1, 因 为 4 是 三 贺 
HAR RKA be, σα 这 
三 数 每 数 都 是 二 圆 的 共有 
数 。 


αρ 


軸 解 15[ 


A AA 


B152 S3 


图 解 154 的 填 数 法 ,使 每 圆 都 有 abe 三 数 
ιο ο 3, 2 一 6. < 一 4 deo sik 
得 到 图 解 155, 每 圆 3 数 之 积 等 于 48。 


ND NT 


mens “ 图 解 :55 


图 解 156 的 填 数 法 也 问 以 上 ,计算 各 数值 取 从 小 到 大 :2 一 1，e = 
2s a=3,2a=6, cod. ο ο -- 
一 14, 每 贺 3 数 之 积 — 3360.( 即 图 解 157) 
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图 解 156 图 解 157 


如 要 求 用 1 至 10 的 连续 数 十 图 , 则 由 计算 可 令 : 
a=1, 2a=2, $f/=3, f=6, e=4, 2c=8, 二 4 一 5 
4d — 10, 5 二 7,。 一 9, 可 得 到 图 解 158, 每 加 6 数 之 积 = 15120. 


图 解 159 的 填 数 法 ;使 每 贺 都 有 a.5、c.d、e、f,g6 数 ,中 间 小 圆 6 数 
都 是 乘 1, 其 他 各 贺 适 当 取 腰 数 ,并 满足 每 图 乘 数 连 冬 等 于 1, 然 后 
也 仿 前 题 一 样 ,计算 各 数值 
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2, PIT c=5, 2c 


/ 
ZAN e 
v 


3 
s, 3 アー 12・ 吉 図解 
图 解 160 160, ΒΗ 6 数 之 积 一 
15120。 
VA EPHBSIEIRE SR 11 个 连续 数 填 数 呢 ?可 列表 推算 如 下 : 
πα μπα αι 
—Isj4jmw|s]i |j | |e|s|8|uz 
ENESE 1312|10|15 
ミ 、| 9 fiz laiz|4| 


从 上 才 第 一 行 看 , 取 <“ 的 最 小 值 等 于 3, 则 ;只 能 取 * -- GEI 
MER e = 62e 一 4 而 和 全 e ~ 4 相 重 ] 而 了 的 最 小 值 只 能 取 


アー 8 因为 如 果 玉 一 2, 则 也 /二 3 而 和 4 一 STET = 12, 这 
时 ,11 个 连续 数 中 最 大 数 等 于 12, 则 最 小 数 等 于 2, 于 是 只 能 取 
一 10, 二 5 一 5, 但 由 2 至 12 的 连续 数 剩 下 的 ?、7、11 三 数 却 不 符合 


TOIT. 


ο Jae Sac sx os e 二 2, 则 只 能 
取 げ ー10, テ アー 15, 但 最 大 数 等 于 15 时 , 则 最 小 数 必 是 5 而 和 全/ 
一 2 是 最 小 数 发 生 序 盾 , 同 再 也 不 能 取 。 一 1, το — 10, 因 为 又 要 
取 了 = 022 — 18, 而 最 大 数 是 18 时 , 则 最 小 数 是 8 而 和 一 6 
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ΠΛΑΓΙΑ. 
又 从 第 三 行 看 , 按 第 三 行 的 情况 ,只 能 取 6 一 10.36 = 5, 这 


样 ,在 2 公 12 的 连续 数 剩 下 7、8、11 三 数 不 符合 等 <、 人 的 要 
求 ,如 改 为 = e De a M ro 2 7 AARAA RNE. 


ΑΣΕΠ ΕΠΕ 41, Ma $a δι o εν ze. ἀν ος 
ο ΤΠ 


ο ο αλ. οσα 
方法 ,也 可 推 证 都 不 能 凑 成 11 个 连续 数 ,请 读者 自己 去 推算 。 

故 这 个 四 图 图 ,用 11 个 连续 数 是 不 能 填 成 每 图 6 数 之 积 都 相 
等 的 。 
图 解 161 的 填 数 法 也 和 以 上 相同 ,为 了 取 每 图 6 数 之 积 的 较 
小 值 ,可 选 二 数 之 间 比 例 最 大 的 取 最 小 人 ,如 ， 

f=1 4f=4 d=2 47ー8 

b=3 45 = 12 e= 10 


- lg 一 ες 
a= 14 z257 ε-]8 δες 9 


数 可 填 成 団 解 162. 毎 園 6 数 之 积 为 15120 


如 果 将 上 图 改 为 按 交 叉 点 填 数 。 
可 以 在 “方形 图 中 心 数字 用 表 ” 中 ,选取 12 为 图 的 中 心 数 ,并 
将 它 的 “分 数 ”, 选 三 数 为 一 组 ,每 组 三 个 分 数 之 积 相 等 , 即 s 


1 1 6 2 2 3 3 1 4 
2) 83717 1'3' 4" 1'4'3* 


仿 前 面 (16) 题解 的 方法 : 先 填 图 解 163, 再 填 图 解 164, 又 再 填 
图 解 165, 最 后 以 12 以 乘 图 解 165 中 的 分 数 ,可 得 图 解 166, 每 图 7 
数 之 积 = 12. 


也 可 以 选中 心 数字 为 30 ,将 其 "分数 ” 选 出 三 组 ; 

1 1 8 1 5 2 3 1 19 

2 3” 1 5 2) 1 5 6715 

仿 同 样 方法 : 先 填 图 解 167, 再 填 图 解 168, 又 再 填 图 解 169 ,最 
后 以 30 乘 图 解 169 中 的 分 数 ,可 得 图 解 170, 每 图 7 数 之 积 = 307. 


ο ο ο απ 
αν τμ το 


363 


三 数 之 积 等 于 1] 即 ; 
1 1 1 1 3 2 1 1 4 


2'3'6 18' 4' 3 i2 4 3 

也 仿 同 样 方法 : 先 填 图 解 171, 再 填 图 解 172, 又 再 填 图 解 173， 
最 后 以 36 乘 图 解 173 中 的 分 数 ,可 得 图 解 174, 每 圈 7 数 之 积 一 
365. 
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一 角 星 图 的 填 数 法 ,利用 第 十 五 章 第 二 节 25 格 图 的 例 一 ,到 
图 B24, 将 它 的 一 ,二 横行 的 分 数 分 别 填 入 五 角 星 图 的 顶 角 和 内 交 
丸 五 点 ,如 图 解 175, 然 后 立 式 填空 : 


4 3 1 L 
yx x. X g Xig-l 


得 到 填空 数字 为 122 


£4 2l 
ΕΣ )※ 了 イメ エー1 


得 到 填空 数 为 害 


943 4 x36. 
> べべ OXvyxT-1 


得 到 填空 数 为 5 
9 1 


3 
*2X3X( Xy 
得 到 填空 数 为 如 


得 到 填空 数 为 坏 ， 

于 是 得 到 图 解 176 

再 将 图 解 176 中 的 分 数 通 分 , 求 出 最 小 公信 得 到 648, 并 以 
648 乘 各 分 数 ,就 可 得 到 图 解 177, 每 行 5 数 ,五 个 顶 角 数 ,五 个 内 
交叉 点 ,每 行 中 间 五 点 数字 之 积 都 等 于 648'。 


365 


16 


288 


485-104976— 216 


ΡΖ 


36 


再 利用 第 十 五 章 第 二 节 25 格 图 例 二 , 即 图 B29, 用 同样 方法 可 得 
图 解 178, 通 分 得 3600, 以 3600 乘 各 数 可 得 图 解 179。 


4 WA 5 3. ハ 
i 和 ~ 名 一 地 i 4809 H8. ας 480. 
E EN 3000 
^d Š, ~~ Ἂρ 3 
55 ΔΊ 565、 πώ 
/ (一 t m \ 
1 d "d 
て 5 9 
图 解 178 图 解 179 


图 解 179 每 行 5 数 .5 个 项 角 数 ,5 條 内 交叉 点 、 毎 行 中 還 5 点 之 积 
都 等 于 36005. 

图 解 180 即 六 角 星 图 的 填 数 法 : 仿 第 十 四 章 作 法 ,使 从 每 行 
看 ,部 有 a. ὃς ο. dA 
再 将 第 十 五 章 ( 五 ) 节 , 任 取 一 图 例 都 可 以 ,比如 取 例 一 图 ,图 B40， 
按 顺 序 取 上 横行 和 左 直 行 的 分 数 ,分 别 填 入 六 角 星 图 的 左右 外 斜 
行 ,如 图 : 


这 时 六 角 是 图 F 即 图 解 181】 的 上 横行 已 有 专 o ET AUR 
需要 的 数字 , 正 是 16 RAPHI. pomi. i” a FE 
Rl D 分别 填 在 六 角 
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B 图 上 横行 的 左右 二 角 进 行 合 试 计算 ,又 因为 下 横行 左右 二 数 是 
OON 8. ΑΠΕ EL ULL SUV BALA CUN 
πα 2 一 Somos x lo ox 


n RERZANBUDATRA REOR 数 ,于 是 
六 和 角 星 图 下 角 因 为 是 左右 内 斜 行 的 共有 角 , 只 须 乘 1 就 可 以 如 
果 这 个 尝试 计算 不 符合 要 求 , 则 再 换 用 * 立 ,于 填 在 土 横行 二 角 ， 
或 交换 其 位 置 ,直至 符合 要 求 为 止 ] 如 图 解 182。 

再 计算 各 值 : 


le le Loads 


dec laci. Paco $h, db. 5, 通 分 为 3, 为 了 不 
和 a 重复 , 族 取 b=6, 寺 5 一 8， 和 9 一 24 二 c， 访 ce，2c, 通 分 为 2， 
为 了 不 和 a, b ZEER KR: χε =5, à = 18, 2c = 20 
Ža, fa. sa BAS SCR TOR a. b, c eH odd 


= 27, ὅα-- 19, n = 36, 最 后 得 到 图 解 183, 每 行 4 数 之 积 
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八角 囲 【 即 図解 184 了 的 填 法 :将 第 十 五 章 
一 图 即 图 B40 四 周 的 分 数 , 接 顺序 填 入 八角 图 


CE) 节 16 格 图 的 例 
正四 方形 四 周 格 .这 


时 八角 图 左 外 斜 行 的 专 和 去 ,在 16 格 图 中 它 的 对 称 数 是 之 和 。 


3.3 


エニ 2.3 E 
pexuimeltmBeixi-im«:ixiidmus 


iis 2 和 全" 分别 填 在 八角 图 左 外 


斜 行 的 二 端 ,进行 党 


试 计算 ,如 不 成 就 将 这 二 个 分 数 交换 位 置 , 再 不 成 就 用 “ 立 , 翅 ”经 


HARARE M 二 个 分 数 填 左 外 锋行 的 二 


端 是 符合 的 ,如 国 解 


184，, 剩 下 八角 图 的 右 角 和 下 底 角 , 立 式 填空 可 得 ， 
$xikix. o= 1 得 到 填空 数 为 荆 。 


4 1 1 


2 1 


1^3 
仿 上 法 计算 a、5、c、d 各 数值 


$xbxixc o-imamensl. 


a=12, Fa=24, da-a, laca. daas, 

Lap 4 2 lp o 1 
取ら = 80, $6 -- 10, Že = eo, loas. lage, 
取 c = 48， in 3c = 32, SED ネー 96 
取 4 - 28. la-aa Ža- 56， jd = 84, メー 21, 得 


到 图 解 185, 每 行 4 数 之 积 — 483840 


六 角 图 (图 解 186) 的 填 数 法 。 取 第 十 五 章 (二 ) 节 25 格 的 例 -- 


图 [图 824] 的 上 横行 数字 按 顺 序 填 人 六 角 图 
数 倒 过 来 填 在 下 横行 .如 图 解 186， 


的 上 横行 ,再 将 这 些 


72 一 14 10, 48 4. T $E て 
H 
[ Ν 1 | 
4 2 
΄ ~ E 
| [6 | 
Ns Ld 3 Riot 4 
1 | : 1 
No κ΄ ἃ 
Ν΄ 
图 解 185 图 解 186 


这 时 ,六 角 图 的 左 外 斜 行 已 有 二 , 击 , 因 十 x 志 = 让 ,那么 ， 
再 选 三 数 连 乘 等 于 1 和 ,只 有 这 样 ,每 行 5 个 分 数 之 积 才 等 于 11 
mm. 

14. 2.,9.8 Σο 3 UAU 98.8.3... 

1 ュー エス エズ イ ニュ ペイ エメ ュ で ュ ペ ュ ペ ュー 
将 以 上 三 个 分 数 轮流 或 交换 位 置 填 在 左 外 斜 行 的 空 点 ,分 别 进行 
BRW RERA, E, δ 符合 要 求 , 即 图 解 187 ,再 将 各 分 数 
通 分 , 求 出 ENORI U ERRI KERE 188.55 HZA 
= 1445 = 61917364224. 


1 
AIMÉ I I» TS ET 
vi NN 
5 
λα NY NASA 
8 M / 
i— AT 3, Tw 32— 516. ση 
AN 
n n / 
本 8 
3 
图 解 187 mm 
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八角 图 [图 解 189】 的 填 数 法 : 取 第 十 五 章 ( 二 ) 节 25 格 图 的 例 
一 图 ,图 324 的 外 层 格 分 数 按 次 序 填 和 人 八角 图 的 正方 形 的 四 周 ,但 


中 间 二 对 要 交换 位 置 ,如 图 解 189, 这 时 图 中 的 左 外 斜 行 已 有 二 x 
十 = 羡 , 故 选 三 个 分 数 乘积 等 于 二 即 可 :如 
1.5.2.1 1、6、10 1、18、5 
る 
Ue 【为 方便 起 见 , 可 从 本 书 末尾 的 “中 心 数 字 表 ”中 具有 12 个 “分 
数 ”以 上 的 整数 中 选取 】 


BAP EE 三 个 分 数 续 成 图 解 190。 


ως 
KIX 
i 
Q— D 
"e j 
Thot 
iH 189 


将 图 解 190 中 的 分 数 通 分 得 到 五 =- 180, 以 180 RRI RAR 
图 解 191 ,每 行 5 数 之 积 = 1805 = 188956800000, 


371 


Ξ 
9 
2 ΖΛ. 5 ZN 
jx パーテ ~ | TOP Rum 
1645 | τά ΠΤΙ 
n "4 
V7 N AR 28 N VA 
£8. E iN 1 
3N] 355 300 一 1620 180 τω 
z n 1 
NEA | Net M ΛΙΝ. κ 
128 ἂν] Τα Ἂς | 
ュー ンー EE! 
N v 5 一 3240—40 —720 ーー 4U5. 
BRE 1 NX 
1 E 
图 解 190 图 解 191 


2 本 题解 , 除 个 别 较 难 ,需要 详细 计算 和 解释 者 外 ,其 余 的 只 
将 图 的 结果 填写 出 来 .这样 可 以 使 读者 任 自 己 的 理解 程度 去 解答 ， 
则 收获 更 大 ,个 别 填空 图 ,一 例 有 几 个 结果 , 那 是 正常 的 ,读者 匆 以 
为 自己 演算 出 来 的 结果 与 题解 答案 不 同 ,而 产生 怀疑 。 


/ —dÀ048— N . ババ P 
VA 64 S VAN 42 LA 
Y ~x A ~ 
为 全 M NA 126 

mbH 图 了 题 10 


图 B 题 1【 即 图 8 题 1 的 管 案 , 以 后 
WBE BAX NEE BE X 的 答 
案 , 或 指 厌 图 8 题 X 的 原 图 


18- 一 6 — 1458 28— 35 — 350 


πρ ATA 
ας ο. (e 
M NX A ~ M 
2— 486—162 14—140 — 115 
1882811 图 B 题 12 


E BA 13 的 上 横行 二 角 已 规定 数字 , 现 将 填 法 提示 如 下 ， 

先 将 这 二 数 的 公 因 数 或 公 因数 的 信 数 选 作 中 心 数 ,但 这 数 必 
须 其 有 6 个 以 上 “分 数 所 可 查 "中心 数字 表 呈 将 图 中 规定 的 二 数 ， 
各 除 以 中 心 数 , 得 出 它 的 分 类 [在 所 选 的 中 心 数字 的 分数” 中, 必 
须要 有 这 二 个 分 数 〗 另 作 图 写 上 这 二 个 分 数 ,然后 按 前 面 所 讲 的 
方 法寺 

现 选 这 二 数 的 公 因数 的 傅 数 24, 查 表 24 有 10 个 分 数 , 故 适合 
要 求 , 因 qus ΤΙ 得 到 立 , 故 将 这 二 个 分 数 填 在 图 上 , 仿 前 法 
可 得 到 图 解 193, 再 填 成 图 解 194。 毎 行 3 数 之 积 — 24) = 13824. 
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图 B 题 4 
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图 解 194 
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图 8 题 15 


28 


20 


ΕΙ Β ΒΒ 3 


504 


42 


ESEI 


14 


540—— 50 ---16. 


/ 
图 5 题 2 
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700 


36 


Lt 


169 


91 


图 5 题 7 


49 


126 


84 


BH 


56 
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E BE. 
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το 


28 


51 | 88 p 54 | 86 ἷ οι 9 4 | 162 


612 102 17 1296 | 108 9 324 18 1 
34 153 | 204 18 | 324 | 216 2 81 36 
Β 838 8 图 5B 题 9 图 8 题 20 


图 8B 题 22 的 右 角 已 规定 数字 ,其 填 法 提示 是 ; 因 5 是 素数 , 故 
先取 5 的 倍数 为 9 格 图 的 中 心 数 ,并 查 * 中 心 数字 表 " 中 5 的 倍数 ， 
条 件 是 这 数 需 具有 4 个 或 4 个 以 上 的 分数". 将 5 除 以 中 心 数字 ， 
所 得 到 的 分 数 填 入 图 的 右 角 ,然后 再 按 上 面 所 讲 的 方法 去 作 就 成 
了 , 即 : 取 10 为 中 心 数 ,可 填 成 图 解 195 和 图 解 196。 


图 解 197 
但 如 果 要 求 将 %1" 填 在 9 格 图 的 角 格 上 (如 图 解 197) ,就 不 成 
了 ,这 也 和 要 求 每 行 三 数 之 和 相等 将 “1” 填 在 角 格 上 是 不 成 的 道 


理 一 样 ,了 见 第 十 四 章 第 一 节 ] 例如 取 12 为 中 心 数字 ,12 有 让, 二， 
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不 论 是 如 何 填 法 都 不 成 ,否则 ,计算 后 , 必 有 一 个 “分 数 "不 是 12 的 
“分 数 ” 或 出 现 分 数 重复 ,这 和 中 心 数字 12 发 生 了 矛盾。 但 如 果 将 “1” 
填 在 上 横行 的 中 间 格 就 成 了 ,可 填 成 图 解 198 和 图解 199。 


H T 

4 1 3 

τ ΤΣ Eu “| 1 36 

3 12 j ES ] I 9 12 τ) 

4 3 | 

1 12 α j 

で uc Eu 4 i 144 E 
L 3 H 4 1 

图 解 198 图 解 199 


、 1 1 2 1 2 3 1 
XimWUtaD3EO 30,3078 τν S ue vog ri 
5 1 3 1 2 1 ， "m 
δ᾽ το 10’ 15᾽ 15’ 36 共 13 條 分 数 , 佑 以上 方 法 , 如 特 1 
在 角 格 上 ,计算 后 , 必 有 一 个 分 数 不 是 30 的 分 数 或 出 现 分 数 重复 ， 
而 和 中 心 数 30 发 生 了 矛盾。 但 如 果 将 "1" 填 人 上 横行 的 中 间 格 ,就 可 
填 成 图 解 200 和 图 解 201. 
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BE 23 中 规定 二 个 数字 ,其 填 法 提示 是 : 

D 选 这 二 数 的 最 大 公 因数 或 最 大 公 因 数 的 伴 数 为 图 的 中 心 
数字 ,并 查 表 看 这 中 心 数字 是 否 具 有 4 个 或 4 个 以 上 的 “分 数 ”。 

OD 将 中 心 数字 去 除 这 二 数 ,所 得 到 的 “分 数 ”, 看 它 是 否 属于 
这 中心 数 的 “分 数 ”, 如果 是 ,就 将 它 填 入 原 格 的 位 置 ,并 将 它 蜂 倒 
母子 后 填 和 对称 格 , 再 求 出 这 二 行 的 另 二 个 分 数 ,同时 也 要 看 它 是 
否 这 中 心 数 的 “分 数 ”; 否 则 要 另 选 中 心 数 字 。 

由 此 得 知 ,方形 图 中 如 果 规 定数 字 时 , 则 必需 符合 以 上 条 件 ， 
所 以 它 不 是 随便 规定 数字 的 。 

现 按 以 上 提示 填 图 : 

选取 42 为 图 的 中 心 数字 .【56 虽 是 最 大 公 因 数 的 倍数 , 旦 有 
10 个 “分 数 ", 但 计算 十 图 后 得 出 另 二 个 “分 数 ” 相 重 , 故 不 取 它 ,法 
者 不 妨 试 演 一 下 了 就 可 得 到 图 解 202 和 图 解 203, 每 行 3 数 之 积 = 
74088 


21 | 252 | 14 


i E 
2 3 
ES 42 $ => | 26 | sg | ss 
二 二 
iii 126 | 7 | 8ε 
图 解 202 ΕΙ βξ 203 
48 9 4 了 198 | 2 8 | 4 128 
1 12 τα] 4 14 49 256 16 H 
E 16 3 98 H 28 2 64 32 
图 B 题 16 HER 17 ΕΙ BE 18 
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9 | 108 6 3 |324| 6 12 | 144 | 8 
1: | 1] a] 36 | 18 | 9 16 | 24 | ss 
νη 54 1 1 108 [la 48 
图 B 题 19 图 B 题 21 图 B 题 24 
T 
je 
id i 
E Bf 25 


图 B 题 25 填空 提示 ; 

先 做 从 符 行 看 都 有 <、2、c、g 四 数 ,并 确定 < 一 7; 

因 7 是 素数 ,所 以 图 外 层 格 凡是 a 的 数值 ,所 选 的 “分 数 ”, 其 分 
母 必 为 7, 或 只 取 整 数 ,并 将 4 的 对 称 数 的 分 数 同时 写 上 去 。 


如 图 解 204, 其 余 ム c、g 按 第 十 五 章 第 五 季 的 方法 ,使 每 行 分 数 相 
378 


冬 , 其 积 等 于 1, 最 后 再 计算 各 数值 ,得 到 图 205 和 图 206 ,每 行 4 数 
之 积 = 40320。 


1 1 
2 4 
áj d r a | 2| 8 | 105 | 2 
lg e | 7 Lp 
Al. “14 14} 5] οὶ τ 6 | 96 
6 ΠΝ 
3 a le mm ES 3 $0 | 16 | 14 
zjada. a | e 4 $6 | i2 4 18 
-y - 
1 了 
图 205 图 206 
1 [zr 
| 
| | 
ΒΗ Β ΒΒ 26 
DEN 26 填 空 提示 : 
这 种 填空 , 比 不 受 限制 的 填 图 较 难 , 它 的 推算 性 很 强 , 可 比照 
第 十 五 章 第 五 节 的 道理 ,进行 道 算 ,一 般 应 注意 : 
先 确 定 图 中 4 二 1.5 = 27, 凡 用 以 腾 图 的 外 层 格 的 awb 数 ,如 


果 取 为 分 数 , 则 其 分 母 只 限于 .各自 的 因数 ,如 果 e、 ゅ 中 有一 條 
是 奇 素 数 【 注 : 中 间 四 数 , 如 果 有 奇 素 数 时 , 则 只 能 有 一 个 奇 素数 ， 
否则 不 符合 填 16 格 图 】 则 其 乘 数 只 限于 整数 ,下 e、 互 相対 称 時 


ο πο aX 上 和 x 各, 按 此 提示 , 填 法 如 下 : 
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先 确定 a 的 乘 数 为 4.9.10 沁 的 习 数 的 分 母 为 9,3, 如 图 解 
207. 
其 次 将 图 解 207 立 式 填空 ， 


ο) 8 i ー g= © 
^g Xg X io X 4 - MESE 207 的 上 横行 了 得 到 -3- 和 


EN 
(2) 
x$xc xox t = IE 207 的 左 直行 ] 得 到 (而 
ΕΚΕΙ ΕΙΑΕ 208. 
最 后 将 图 解 208 计算 各 值 , 可 得 到 图 解 209, 每 行 4 数 之 积 = 
12960. 


CDs 1 
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ΒΗ B E 30 
图 B 题 30 填 空 提示 ;首先 将 a.56、c.d 各 自 的 因数 列 出 来 ,其 次 
选 出 各 自 的 导 数 ,但 要 视 其 对 称 数 是 哪 一 数 而 决定 ,比如 a 的 乘 
数 , 如 取 为 分 数 ,其 分 母 是 自己 的 因数 ,其 分 子 则 是 对 称 数 的 因数 ， 
如 取 整 数 为 乘 数 也 要 是 对 称 数 的 因数 。 如 果 这 样 处 理 后 ,发 现 数字 
重复 , 则 在 同样 条 件 下 重新 更 换 其 乘 数 。 故 选 得 图 解 210, 最 后 通 
过 计算 得 到 图 解 211。 毎 行 4 数 之 积 = 345600 


ユエ ES 

4 5 
l 5 
z b d 内 a τα [45,32 |120 
30 b PH 
1 e ja=z4|b=4| d si [500] 24 | 4 | 6 
i a [|c-20d—18| ὁ + 8 | 20 {i180| 12 
1 a b a e 2 |36 | 16 ] 15 | 40 
5 ——À 1. 

2 5 

1 8 图 解 211 

图 解 210 


图 B 题 31 
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Fi B REL 31 填空 提示 :首先 将 图 中 4 数 之 积 另 行 分 解 为 4 个 因 
数 ,做 为 中 间 a b.e d 之 值 ,其 次 将 厌 定 的 4 数 与 中 间 4 数 各 自 计 
算出 分 数 ,然后 按 前 例 的 提示 选取 其 余 各 数 的 乘 数 ,再 进行 尝试 计 
算 , 如 发 现 不 符 要 求 , 则 重新 另 选中 心 数 。 
ΒΗ 8x60x5x6—-2x2X3X5'x2x3 
=2 X3 X5 
可 取 :e = 3,b—2!—4,.—2 x 5— 40 
d=2X3X5= 30 


但 必须 符合 要 求 , 因 为 不 是 任 取 4 个 因数 为 中 心 数 都 符合 填 
数 的 。 
经 过 筛选 后 得 到 ;图解 212, 图 解 213。 


H l 
ΠΗ 
slelsjsla2]l5ie|e]Ja«]a 
- Y LL Y 
a= 8164 e pop d 
πο = 3t a = 40H = 8! b 
L | LI 121 
上 2 d b a Di 2 
1 ----.. L. 
1 8 
图 解 212 PE 
图 解 213 
将 图 213 左 直行 立 式 填空 ; 
2 l 
TX 9X OX 
这 时 可 按 前 例 的 提示 ,选取 各 个 乘 数 填空 。 
2 3 1 1 
RATX CDXGOXT-L 
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ο τα ο 


以 TEET 己 的 因数 ,可 以 取 为 乘 数 的 分 尽 ,经 计算 
后 ,得 到 下 图 解 214, 最 后 得 图 解 215。 毎 行 4 数 之 积 = 14400。 
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L d Li 
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解 214 图 解 215 


再 举 另 一 种 填 沙 【[ 即 簿 法】 了 

Bn 16 格 图 上 横行 四 个 数字 , 求 填 其 余 各 格 的 数字 。 由 于 我 
们 已 掌握 了 16 格 图 横 , 直 、 斜 行 四 数 .中 间 四 数 . 四 个 和 角 数 ,它们 之 
积 都 相等 的 规律 ,于 是 由 计算 又 可 得 到 :上 .二 角 和 下 横行 的 中 间 - 二 
T, 下 二 角 和 上 横行 的 中 间 二 数 , 左 边 二 角 和 右 直行 的 中 间 二 数 、 
右边 二 角 和 左 直 行 的 中 间 二 数 . 中 间 斜 对 二 数 和 另 一 斜 行 二 角 之 
积 都 分 别 相等 ,这 样 就 可 运用 第 二 章 第 一 节 中 的 * 求 也 法 ”将 每 二 
数 之 积分 为 二 个 不 同 因数 ,都 列 出 来 ,然后 用 簿 法 推算 填 和 空格 ， 
现 将 下 面 的 原 图 ,并 通过 推算 各 图 ,都 一 一 列 出 对 照 说 明 如 下 : 

Γι] 21 5 12 


原 
图 


383 


384 


4|2115 t12 | 4 21| 5 121 | 4 21| 5|12 41111 5 12 
νη 36 | 10 
10 | 38 14} 1 
L 1 105 3 35 3 1241 2 |35 3 35 
图 1 图 2 图 3 图 4 
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图 5 图 6 图 8 
4 1115 112 4|21] 5 T 12 4 21| 5 121 
18 | 20; 18| 7 2 | 10 
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3 55] 8 35 m 14|12|35 3 35 
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图 10 图 11 图 12 
Zij s 12] 411115 T 12 4 |21] 5 T i2 
18110 了 6 
14| 2 2 |60 
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图 14 图 15 图 16 
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图 17 图 18 图 19 “图 20 
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41115 |12 4|21| 5 |12 Γ 21] 5 fe a 12115 [12 
42116 42186 HN 10 Ἴ 2 6 
7 6 | 2 10:2 |. 42 10| 42 ] 
了 15] 7 15 7 15 了 ! 12 4 | 15 
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【 按 图 说 明 】 
TE" AE" H, EART ARE: 
WA:21 X 8 1X 105 — 3 x 35 — 7 x τισ ιο” 4 4 
次 了 
故 有 三 个 方案 ,如 包括 这 底 和 


行 二 角 交 换 数字 , 则 共有 六 个 方案 。 
€ 2 如 以 1.105 为 底 行 左 、 右 二 角 数 , 则 因 ] XX 4 二 4, 这 “4” 
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不 能 再 分 解 为 二 个 不 同 国 数 , 故 应 舍 去 这 一 方案 , 即 图 1,【 如 将 1、 
105 交换 位 置 , 也 是 这 样 ,】 
(二 ) 如 以 3,35 为 底 行 左 、. 右 二 角 数 , 则 有 : 

【 斜 行 对 角 33 x 12 — 1 x 36— 2 X 18 — 4 x AE 36 89 V 1 4 
[2] 

LATHA x 35 —1 X 140—2 X 70 = 5 X 28 = 7 X 20 = 10 
X ERI 140 8 V d 6X1 

这 时 ,由 小 到 大 ,如 取 中 间 四 数 为 1.36 和 2.70.90 1,36 和 5,28 R 
1.36 和 7 了 .20, 都 因 每 四 数 中 有 交叉 对 乘 的 1 X 2 或 1X5 或 1X 
7, 它们 都 不 能 再 分 解 为 另外 二 个 不 同 因数 【以 下 如 有 同 这 类 情况 
时 ,只 售 去 这 一 对 的 因数 ,不 再 说 明 3, 如 取 中 间 四 数 为 1.36 和 10、 
14, 并 通过 计算 得 到 图 3 ,在 图 3 的 左 , 右 直行 中 , 因 有 3 X 4 一 1X 
12 = 2 X 6, 其 中 “1” 和 “2” 都 相 重 ; 如 将 图 3 的 中 心 四 数 , 斜 对 交 
换 位 置 成 图 4、 団 5 图 ο, NAAZ 不 等 于 整数 [因为 中 间 直 
行 的 10 X 1 应 等 于 另 一 中 间 直 行 的 上 、 下 二 数 之 积 , ΤΗ͂Ι, 
二, 关上 ,也 都 不 等 于 整数 , 故 图 4、 图 5. 图 6 部 不 成 ,要 合 


去 ;如 取 中 间 四 数 为 2.18 和 7、20, 得 到 图 7, 也 和 上 面 所 说 的 一 
样 , 因 左 直行 上 、 下 二 角 之 积 , 即 4 X 3 二 1X12=2X 6, 其 中 “12” 
和 “2" 部 相 重 , 又 如 交换 数字 成 图 8. 图 9、 图 10, XAL, 


ICI ES ο ο ο αρα... 


去 ;如 取 中 间 风 数 为 2、18 和 10、14, 并 通过 计算 得 到 图 11, 其 中 
“12” 相 重 ; 如 将 图 11 的 中 心 四 数 交 换 位 置 成 图 12 .图 13 .图 14, 则 
ορ ora poses πα 12 [8 15, 
图 14 都 不 成 。 要 舎 去 。【 中 同相 数 不能 有 4.9, D] "4" 已 相 重 了 

如 将 图 2 底 行 左 , 右 二 角 数 字 交 换 为 35、.3 ,成 图 15, 则 中 间 四 
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数 由子: 


Dr fla x 3 = 2 x eDER 1 x 2, 但 因 *12” 相 重 ,应 舍 


x1 


[$3 S2 x 35 一 1 X 420 7 x 60 = 15 x 28[ 还 有 的 


因数 字 相 重 , 故 都 舍 去 】 
这 时 ,如 取 中 间 四 数 为 2.6 和 1.、420, 因 有 


1 X2 不 能 再 分 解 一 


个 不 同 因数 ,如 取 中 和 间 四 数 为 2.6 和 7,60, 如 图 16. 图 17、 图 18, 因 


1X2 IXS 1X7 都 不 等 于 整数 , 故 这 些 图 


都 应 舍 去 ! 如 图 19, 


5 5 21 
其 中 ”2” 相 重 : 如 取 中 间 四 数 为 2.6 和 15.28. 
重 , 如 将 图 20 中 间 四 数 斜 对 交换 位 置 成 图 


如 图 20, 其 中 “6” 相 
21. ΕΙ 22、 图 23, [8] 


2X28 28X2 28 X 6 孝 不 等 于 整数 , 故 这 些 图 都 合 去 。 


21 ' 5 5 


(三 ) 如 “原因 ” 底 行 二 角 填 为 7、15, 如 图 


24, 则 有 : 


[RH BE X 12—1x84—2x 42 二 3X28=6x 


14[ 还 有 4 X 21, 但 “4” 相 重 】 


[93M X15 二 1xX60=2X30=3X20=6X 


105 还 有 5 x 12, 但 “12” 相 重 】 


这 时 ,如 取 中 间 四 教 为 1.84 和 6、10[ 不 能 取 1、84 和 2、30, 或 


1.84 和 3.、20, 因 有 1 X 2 Ek 1X 3 都 不 能 分 为 另外 二 个 不 同 因 
数 ] 如 图 25, 因 1 x 6 只 能 再 分 为 2 x 3, 但 “2" 相 重 ,又 如 图 26 ,图 


1X610xX16x1 
27, 图 28, 因 一 5 rt 都 不 等 于 整 


去 ,如 取 中 间 四 数 为 2.42 和 3、20, 如 图 29、 因 
2 


1X 6, 但 “6” 相 重 ,又 如 图 30, 图 31, 图 32, 因 全 


数 , 故 这 些 图 也 要 使 


2 X 3 只 能 再 分 解 为 
X320X23X2 


5 ”2 ”21 


都 不 等 于 整数 ,这 些 图 也 应 使 去 ;如 取 中 间 四 数 为 2.42 和 6,10, ἔπ 


10X26X22X6 
Fi 33.1] 34, [1 35, 国友 一 ーーー 


都 不 等 于 整数 , 故 这 


些 图 也 要 舍 去 ;又 如 图 36, 其 中 “4”“12” 都 相 重 ; 如 取 中 间 四 数 为 
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3x2 2X2 
5 


3.28 和 2.30. MÉ 37. [8 38, E 39. BI 40. S S 


ΒΒ Κα 2703 ARET ο ο f e dg P ο 


3.28 和 6.10, 如 图 41, 其 中 "6" 相 重 . 又 如 图 42、 图 43、 图 44, 因 有 
SAO 288,9 X3 都 不 等 于 整数 , 故 这 些 图 也 要 售 去 ;如 取 中 


5 5 


间 四 数 为 6.14 和 1.60, ΠΗ͂Ι 45、 图 46, Bl 47、 图 ag p S, 


LXI XI LXE ο ο. ος 


μη ”21 
间 四 数 为 6.14 和 2.30, 如 图 49, BE 50. [8 51, B 52, 困 有 2 6， 


LOIS CP AC ο ο τη 


(0H 8 
间 四 数 为 6.14 和 3.20. 如 图 53、 图 54. 图 55， gg xa x 14x3 ix, 


τα πι ο de SEIS 56, 这 时 图 56 第 
zas 左右 二 数 之 积 等 于 第 二 横行 中 间 二 数 之 积 , 故 有 6 x 3= 1 
XI18 一 2X9。 

如 取 网 56 第 :横行 左 , 厂 二 数 为 2.9. 如 图 sr RAH 不 
等 于 整数 ;交换 为 9.2, 如 图 58 ,但 其 中 *20” 相 重 。 

IRRI 56 第 三 横行 左右 二 数 为 1.18. 如 图 59, 则 因 有 人 
不 等 于 整数 ,如 交换 位 置 成 图 60, 这 时 .四 20X14 一 8X35 一 10 
X 28 

【还 有 的 ,但 都 相 重 , 故 合 去 】 

其 中 有 10.28 玩 入 第 二 横行 左 , 右 二 数 .得 到 图 61, 巳 全部 符 
合 要 求 。 

如 果 要 继续 推算 下 去 

如 将 图 24 底 行 左 右 二 角 数 字 交 换 位 置 为 15.7. 如 图 62, 则 中 
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间 四 数 由 于 : 
Ηλ X7 一 1X28 一 2X14 
[5473158112 X15 = 1 X 180 = 2 X 90 = 3 x 60— 6 X 30 
一 9X 20 
一 10X18 
【还 有 4 X 45 和 5 Χ 36, 但 因 “4” 和 “5” 相 重 】 
中 间 四 数 不 能 取 为 1、28 和 2、90 2€ 1,28 和 3.60, 因 为 其 中 有 
1 x 2 或 ] X 3 都 不 能 分 解 为 另外 二 个 不 同 因数 。 
如 取 中 间 四 数 为 1.28 和 6.30, 如 图 63、 图 64、 图 65, 因 有 


LXE EIE LAE 都 不 等 于 整数 , 故 这 些 图 也 要 会 去 ,又 如 加 


66, 其 中 “6” 相 重 ;如 取 中 间 四 数 为 1.28 和 9、20, 如 图 67、 图 68、 图 


soaa AIXE LOO χε uem 


又 如 图 70, 共 中 "4" 和 “12” 都 相 重 ; 如 取 中 间 四 数 为 1.28 和 18, 
10, 如 图 71, 图 72,1] τα, ppp 18€ 28,18 X 1,181 μπῶ 
整数 , 故 这 些 图 也 要 全 去 ,图 74, 第 二 横行 左 、 右 一 数 之 积 等 于 1 X 
18 = 3 X 6, 第 三 横行 左右 二 数 之 积 等 于 10 X 28-8 X 35 一 14 
X20K 还 有 1X280 一 2X1l40 一 4X70=5X56 一 7X40, 但 
其 中 1”*2m4”*5m7" 痢 相 重 和， 又 如 图 75, 其 中 ^10” 相 重 .最 后 将 
图 75 第 二 模 行 左 、 右 二 端 数字 交换 ,可 填 成 图 76, 这 图 全 部 符合 要 
x. 


故 由 “ 原 图 ” 按 以 上 经 过 推算 可 填 成 图 οι 和 图 76. 

图 B 题 32 已 知 外 层 格 的 数字 ,要 求 再 填 中 间 9 格 的 数字 , 填 法 
提示 :只 须 将 二 个 对 称 数 之 积 进行 开 二 次 方 , 它 就 是 这 图 的 中 心 数 
字 , 将 中 心 数字 去 除 已 知 [ 即 外 层 格 ] 数 ,得 出 的 “分 数 ". 又 查 * 中 
心 数字 表 ” 的 "分数 ”, 稀 除去 已 为 外 层 格 的 “分 数 ” 剩 下 的 选 作 中 
ΠΒ 格 的 ”分 数 ”然后 就 可 以 仿 前 面 的 例 去 计算 就 成 了 。 如 图 解 216 
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和 图 解 217, 毎 行 5 数 之 积 = 78 。 


338] 9 hozd ss | 1s . 
1|78| 1 
s| | m 32 39 fosa 2 
n 52 ΠΕΙ a | 78 [534 
"" 39I1121 | "mu Γ-] 
26 234 ΕΕ oag 1 [156 
4681676| 3 |169| 18 | 
图 五 题 32 图 解 216 图 解 217 
ETL ETE] 
E は HE HET 180] 10 | 458 50] 6 
2 [225| 60 5 EN 12 75: 
900] 30] 1 Σ i 25 36 
s.a | [ας i 3 aoo| 
i 1 
ixi 150] 90 | zo {18 | 5 
E Β 18 53 图 解 218 图 解 219 
图 召 题 33 已 知 中 间 9 格 的 数字 , 求 外 层 格 数字 , 填 法 也 同上 


例 , 先 作 图 解 218, 最 后 计算 填 成 图 解 219 ,每 行 5 数 之 积 一 305 
图 8 题 34, 已 知 外 层 格 数字 ,要 求 再 填 中 间 16 格 . 填 法 是 , 先 
将 外 层 四 个 角 连 滋 数 之 积 做 为 中 间 每 行 4 数 之 积 . 并 远 已 填 好 的 
16 格 图 ,再 用 配方 方法 , 求 出 它 每 行 4 教之 积 与 外 层 四 个 角 连 乘 数 
之 积 的 比例 系数 ,如 : 
先 填 好 如 下 的 16 格 图 ,图 解 220。 井 立 下 式 。 


315 X 140 X 1470 X 30 
1 X 10 X 18 X 28 


上 式 右 数 就 是 16 格 图 [图 解 220] 每 行 4 数 之 积 应 倍 大 的 系 
数 , 将 数字 对 照 后 得 到 2 值 中 的 15、20 与 外 戻 格 『 指 36 格 图 数字 
重复 , 故 只 须 把 5 各 值 情 以 这 系数 就 成 了 , 故 得 到 图 解 221。 毎 行 6 
数 之 积 = 210'。( 注 :因为 已 知 这 36 格 图 二 个 对 角 数 的 乘积 的 开 方 
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一 385875 


数 为 210, 其 素 因 数 是 2,3,5,7, 所 以 要 选用 的 16 个 格 图 ,其 中 心 
四 数 也 要 含有 2,3,5,7 因数 ,但 四 数 之 积 要 小 于 210', 以 便 取 得 较 
太 的 比例 系数 来 倍 大 和 外 层 相同 的 数字 ,因此 ,本 题 也 可 选 本 章 第 
五 节 例 六 图 B50 和 图 B51 为 依据 ,以 同样 方法 去 计算 填 数 ,请 读者 
自己 去 演算 ,) 


T 
315 ] το 735 180 980 30 15 T 14 & I" 
35 1260 
" - 24, | 14 | 19 | 21 
2940 15 2a 18ε P 286 | δὲ 
20 2205 


[uso sso | eo | zas | as | bo 5m qu 


图 B 题 34 图 解 220 
315 70 | 735 [ 180 980 30 
NS 5788125 l4 6 | 4 i260 
90 24 H 3888750 21 490 
2940 2 18 28 1929375 15 
20 7 7717500 8 12 2208 
1470 $30 60 245 45 140 
L 
图 解 221 
E B Ei 35 已 知 中 间 16 格 的 数字 ,要 求 再 填 外 层 格 数字 , 填 法 
是 :将 中 间 4 数 之 积 开 四 次 方 . 即 Yi331 X 18 X 800 X 13200 = 


660 


再 将 660 的 “分 数 ” 列 出 ,【 也 可 选 660 的 因数 的 “分 数 ”, 但 其 
“分 数 ” 必 须 有 12 个 或 12 个 以 上 ,] 如 到 60 的 “分 数 ”, 可 仿 前 例 填 
成 图 解 222 ,如 果 发 现 数字 与 内 16 格 数字 重复 ,而 60 的 “分 数 ”, 还 
未 用 完 ,就 要 再 选 “ 分 数 ” 重新 计算 作 图 ,如 果 没 有 “分 数 ” 或 “分 
数 ” 不 符合 要 求 , 就 选 660 的 鸣 一 个 因数 的 分数” 直到 符合 要 求 
393 


为 止 。 


1 528 | 220 | 990 | 165 | 4950] 880 
ゴト ー 1 
20 119800 60 [14641 3300| 20 ;10800| 60 |14641| 132 
660 | 1331 i8 |12000 264 660 | 1331 18 |12000| 1850 
11979] 600 |13200 2 11ου 111979] 600 |13200| 2 396 
1200 | 22. |13310| 540 330 j 1200| 22 |13310| 540 | 1320 
495 | 1980! 440 | 2640, 88 825 
i. 
Bj Β ΒΒ 35 图 解 222 
每 行 6 数 之 积 — 6605, 
取 210 的 “分 数 ” 作 图 解 223 
3 το 5 45 6 35 l 
7o I 6 5 35 3 42 
14 L 35 n E 2 1 
1 36 2 H 1 21 14 
5 1 zo | 1. 15 2 
2 15 D H 105 H 5 
了 30 z | 105 n 30 
30 1 105 210 2 36 7 
ュ | 5 ΕΟΟ. 
2l 3 1 210 1 5 1 
31 2 κ. 1 35 
2 35 21 5 1 10 
42 A ! 6 5 35 3 το 
1 το i $ 42 6 35 3 
图 解 223 
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1 
9 ume] oam | one 36 2450 | 8 


2940 8 3675 882 1050 20 15 
525 14 105 44100 ~ 2 3150 84 
s | emo | 4 DOM 90 
- トー - 
16 | z050 | 1 1 4m | 126 | «1ο 
300 | 2205 i2 50 ^ az 7350 , 147 
L. ー ΞΕ 
8820 8 252 25 1225 18 4900 
ΕΙ Β ΕΙ 36 


每 行 7 数 之 积 = 210 


在 图 8B 题 37 中 , 先 取 一 对 对 称 数 之 积 开平 方 作为 图 的 中 心 数 
字 , 再 以 这 数 查 表 选 其 "分 数 ” 作 图 解 224 ,再 将 图 中 的 分 数 乘 中 心 
数字 即 可 得 到 图 BE 37。 
15 3 40 | 1 | 2 i | z 
2 | 4 1 5 5 24 | 3 
4 3 5 i 4 L; 18 
16 1 | 5 5 | 2 4 
15 EF 1 Mod 4 8 
E] ju 60 1 j 1 16 
T Ἐ]θο! | Ἔα 
1 n Τῷ ュ | s 15 
1s 3 12 1 5 1 
4 2 m ΠΝ ΠΝ 
3 m 5 EXEC 4 
3 "mar $2 | 8 a 2 
20 3 46 i za | 1 18 
— 
图 224 


s | 9 4800 4 576 5 800 
32 | 1200 ! 36 100 96 $0 | 450 
225 | 30 s | 2 1440 | 480 64 
2400 , 72 288 l 120 50 200 6 
| DOD OE S OS ナー 
8 49 10 | 7200 | 24 360 | 1800 
i 
160 240 400 144 150 | 12 90 
18 | 1600 3 | 3600 25 2880 16 


108 


24 432 


32 54 
图 8 是 38 


同点 的 分 数 。 


1 
ΕΙ B gi 37 毎 行 ? 数 之 积 = 1207. 


Β ΒΒ 38 的 填空 提示 : 

首先 将 已 知 的 五 数 
之 积 开 五 次 方 ,其 次 将 
得 到 的 开 方 数 去 除 各 项 
角 数 得 出 各 “分 数 ”; 查 
表 将 这 个 开 方 数 的 “分 
数 ", 选 出 另 5 个 分 数 作 
为 五 星 图 5 个 交叉 点 的 
分 数 , 再 按 前 面 的 方法 


立 填空 方程 求 出 每 行 的 中 


由 于 算术 法 开 五 次 方 较 难 ,可 用 分 解法 进行 开 五 次 方 : 


R 108 X 24 X 32 X 54 X 432 


= (3 X 25) X (3X 20 x 2! x x 3 X (3 x 20 


= 30g 
Β.Σ = 32 = 9 X 8 = 72 
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108 24 32 54 432 


HERRON ΒΒ 181 ο EE E 


的 分 数 ,以 及 立 填空 方程 求 出 每 行 中 间 点 的 分 数 ,最 后 得 到 图 解 
225 和 图 解 226, 即 每 行 五 数 ,五 个 顶 角 数 ,五 个 交叉 点 ,五 个 中 间 


点 之 积 等 于 US. 


ハ i 
3021514. S 
RD L4 24.— 36 7-18— 288 — 432 
br Fu NE m4 
No aT 24、 9 
/ m / 7h aj 
E 64 
ΟΝ AUN 
Y 3 32 M 
BIM22S m 


5750 
AN / pad 
μ΄ N 
B39 图 解 227 
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ig B BÍ 40 已 知 六 个 项 
角 的 数字 ,要 求 填 中 间 六 个 
交叉 点 数字 。 填 法 提示 :把 其 
中 6 个 未 知 数 , 求 出 其 比例 


AR ace 的 比例 ,由 
T6x48Xa-24X 36 X 
c, 得 到 a = 3c; 

叉 由 于 3X 36 Xed=48Xx 
9 X cd, 得 到 e = 4c; 

故 :e :a:c 二 4:3:1; 

由 于 9 X 48d = 24 X 
365,483 d = 2b 
又 由 于 6 X 9f = 3 X 36d, 
得 到 f= 24 


故 :f:d:6 = 
4:2:1, 

若 取 ;f= 4,d = 2b 

= l1, = 20,a = 一 154c = 


5, 可 得 到 图 解 228 ,每 行 4 
数 之 积 = 4320 


图 召 题 41, 已 知 其 中 一 个 三 角形 边 上 6 个 点 的 数字 ,要 求 填 剩 
下 三 个 角 的 数字 。 填 法 提示 : 仿 前 例 , 将 三 个 角 的 未 知 数 立 方程 式 
求解 . 即 : 

[39ab = 84 X 429 X 273 

gz - 84 X 22 X 273 

(33ad = 84 X 39 Χ 462 

解 以 上 联 立 方程 可 得 ， 

a = 10920 = 231.d = 42, 

可 得 到 图 解 229, 每 行 4 数 之 积 — 216432216 

FE] B Bl 42 仅 知 其 中 一 个 三 角形 上 三 个 角 的 数 ,要 求 填 其 余 9 
个 数字 ,这 个 填 数 法 比 前 例 难 , 现 将 填 数 过 程 详 细 解释 如 下 


CEES 


Γον 4 


首先 设法 将 这 个 已 知 数字 的 三 角形 的 其 余 六 数 填 上 ,然后 ， 
才 仿 前 例 填 满 全 图 。 

从 16 格 图 套 入 六 角形 图 的 填 法 中 ,得 知 这 六 角 图 底 行 二 个 角 
和 中 间 二 交点 ,其 “分 数 ”都 是 豆 为 倒数 的 [因为 这 是 16 格 图 中 的 
对 称 数 】 因 此 ,可 以 假设 : 


取 此 行 的 左 角 d 的 “分 数 " 为 十 , 右 角 “ 为 二, 中 全 的 < 和 6 的 
“分 数 "为 1,[ 这 样 讲 可 以 避免 读者 将 “分 数 ” 和 数值 混淆 ,因为 我 
们 的 填 数 法 ,都 是 先 填 好 “分 数 ”, 然 后 再 求 数值 】 

AF ^ e-aádkaci 


HF is = 12, 故 ブー 48 

由 于 顶 角 6 为 10, 而 底 行 中 的 4 的 “分 数 " 定 为 1 ,所 以 要 先 确 
ο AR ROC ο ο C 92D nt B 
ded) EMT να 的 “分 数 ” 的 确定 是 至 关 重 要 的 ,以 后 如 发 现 数 
字 重 复 或 其 他 不 符合 要 求 时 ,就 要 重新 确定 它 〗 因 “ 值 等 于 1 所 以 
AMET E a 的“ 分数", 不 能 取 分 数 , 只 能 取 整 数 ,不妨 取 为 了 【这 
样 写 是 为 了 区 别 数值 3, 将 外 斜 行 的 分 数 立 式 填空 求 出 < 的 “分 
数 ”, 即 :【 请 参阅 后 页 的 图 解 230] 

5 1 


5 に 
3X6 OXiXi-1 


得 到 填空 数 。 HIC Ἁγ PEE RTR AC ia 
立 式 填空 ， 


5 4 
XC OOXC 2χη-ι 


得 到 d“ 分 数 " ZMA 


1 3 


minam d-lxfi-ixlol4ilix 


luno 
5 


这 时 就 要 确定 < 值 , 册 于 < 值 已 定 为 48, 因 此 , 定 出 的 < 值 要 和 
d= ae ος πλ PETER 
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值 ,也 就 是 说 ,要 取 十 为 4 的 分 数 ,那么 ,c 值 就 要 等 于 5 的 倍数 了 ， 


fU o ox 言 ,这 高 的 分 母 也 不 适合 4 值 .但 也 要 注意 带 免 与 
已 求 出 的 其 他 数 信 重 复 ,因此 确定 。 信 的 过 程 是 经 过 反复 当 试 计 
su. 


现 经 计算 后 , 取 药 = ioo $e 30, 于 是 以 < 的 “分 数 ”为 
{να 的 “分 数 "为 也 ,将 其 填 入 右 外 鲜 行 ,得 到 图 解 230, 再 按 各 


“分 数 "计算 各 值得 到 图 解 231, 只 剩 下 三 个 角 的 数字 未 填 ,这 时 ， 
除了 可 仿 前 例 立方 程式 去 求解 外 ,也 可 按 这 些 “分 数 ” 立 填空 式 ， 
即 由 图 解 230 中 二 个 内 鲜 行 和 上 横行 立 式 有 :了 x 6 le の 


πκὴ-5ΒΜΕΝΕ d 的 “分 数 "之 积 为 号 , 即 


is κ 
ο Θ 


3 OO a = b= L, AIER 230 ire T 
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3 


式 填空 : 


] 9 、 
g% XIX. 


232. 


Y 


) — 1 RERUR f8 d 


得 到 图 解 


y 


A o^? 


图 解 232 


每 行 4 数 之 积 一 8640 


如 果 盾 好 六 角 星 图 中 的 一 个 三 


下 的 三 个 角 数 时 ,又 发 现 有 和 


ERE 


就 要 重新 计算 再 填 , 因 为 填 好 其 中 一 


角形 后 [如 图 解 231] ERAR 
字 或 其 他 不 符合 要 求 的 情况 , 那 
个 三 角形 后 ,不 一 定 就 符合 填 


好 六 角 星 图 ,读者 不 妨 另 例 演算 ,就 可 知道 。 


图 B 题 44. 已 知 六 个 角 的 数字 ,要 求 填 


将 二 个 对 角 数 之 积 开平 方 就 是 这 
已 知 数 ,就 是 这 数字 的 “分 数 ", 再 
面 的 方法 ,就 可 填 成 最 后 的 六 角 星 
9605, 
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共 余 各 数 。 填 法 提示 : 
的 中 心 数字 ,以 中 心 数字 去 除 
中 心 数 前 ^ 分 数 ” 列 出 来 , 仿 前 
即 图 解 235。 毎 行 5 数 之 积 = 


图 
把 


720 1 
5760 192 £ + 
1 5 
E 960 
4800 180 EN L 
1 6 
1280 "n 
[7 3 
图 解 233 
ES 
| 20 
H 1 i 1 
て 一 1 τ Ἂν” 5 5760 一 320 —1440-—1600 — 192 
i BEH N ς΄ 一 
CEN -一 &/ X. | ph 
1 980. E 1640 969 120 
/ Ww. x N ハー ; 
AE ΩΝ / bow N 
£C Lii 1 \ μμ 
T 5 | j Ἢ 4800 一 一 576 一 -640 一 2880 一 ご 166 
! 
4 ή 
国 解 234 


ΕΙ ΒΕΠ 43, 己 知 其 中 一 个 三 角形 的 三 个 角 的 数字 以 及 中 心 数 
字 , 要 求 昔 填 其 余 各 数 ,其 填 法 提示 : 因 对 称 角 二 数 之 积 等 于 中 心 
数 的 平方 数 , 故 可 以 通过 计算 直接 求 出 其 余 三 个 角 的 数字 ,然后 仿 
上 例 求 出 其 他 各 数 .如 图 解 236 .图解 237、 图 解 238。 毎 行 5 数 之 积 


= 2106, 
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9477 


ΒΒΑΒ43 


9477 


µΝ 


9126 一 一 243 一 54785 一 972 一 一 351 
~ 


\ 
A O 
"4 sU N 
i62 2106 27378 


YOAN 7 
13122 | 1053, 
ρα / 


W2636 sy 一 18252 一 ご 466 


已 题 45, 已 知 其 中 正方 形 12 个 数字 ,其 余 的 数字 可 通过 联 


立方 程式 求 解 ,得 到 图 


解 239, 每 行 4 数 之 = 103680. 如 果 已 知 八 


个 角 的 数字 ,如 图 8 题 46, 也 可 同样 用 联 立 方程 式 求解 其 余 各 数 ， 
即 得 到 图 240。 毎 行 4 数 之 积 = 264600. 
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42 


3 
2- 26—12—18 


E 15 
π΄ | | » 
do 3 
1 
4 N 18 — 30.—48 
N: 
图 解 239 
S 


图 B Hi 47 的 填 法 ,和 以 上 六 角 星 图 相同 .如 图 解 241. 图 解 


2498848 243. 8841 5 数 之 积 — 1807. 
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因 B 题 47 
党 
3 
λα 
1 τα, BN と も 
A | x 
i ἃ 
i ZTA 
τα — 6S} 
0 va 
μὰ Ν 
a | i£ 
j^ ὁ αν] 
ο AES 
sF 
E 
5 
因 解 242 


图 解 241 


100 


` PS 
Bo 一 169 1620 135— 5 
NIZ 
3A 
Bip 243 


ΒΙ͂ B 1 48 的 填 法 ,也 同上 题 , 先 图 解 244 ,次 图 解 245, 最 后 得 


到 图 解 246, 每 行 5 数 之 积 = 216". 


406 


1296 一 972 一 一 216 一 一 - 48—36 


图 B 题 48 


ze 
PARE 


< トー 


$43 2、1 
il3——26— 525 
田 解 244 
E 

N 
proa T cei 
αν 
E 
| ΄ 
«δις ἃν, 
RON αἵ 
[αι 5892 | 
ον PS 
ユー 2991944: —162— É 
NIA 
w 
iiM 246 


c D EXXFZIDSETT] ΙΝ 
RE C EAT ιβ γα to OOV | px Lx $ x € x X | orsa 
i 
Ἔτετε 
pU Ee HE Hot = L R Id O EE LXETX TT |roor 
x 
PAR RENE nE ΕΙΣ +E = g MIP OEE 1S XEXE | 925 
ΕΕΣ tj Hon 
XEX SX og 
ΨΥ] He a£ μὲ LIB Sta pa COE EG を | . 
zz 
SD + -da x q etat 
Miu $2 も = ドキ エー gg 
MET UM C Ρα... dl = 
| Iv EU οκ ga xg gi B L EYE L Xas XE = 004 906 
ασ ος KEHE TIU IEO Ἐπ εἰ Χά | 959 
人 SR D 
工业 如 展映 | (L— 9G — D HLE x sq = did ων 918 
| ΙΤ 
tka ΕΕΣ ΕΤ] 3 se 
| i = C—O —0D 
, JU x Og = did M82 YER 
イル 全便 し or = χε DE idd σεχ に に 
] ΙΨΕΝΙ ΒΙΟΙ #5 X a2 = 00$ | 005 
iyt OE i ης OXZIxW ETTITNENI 


EE 


408 


4 题 的 解答 用 表 列 下 


EK | PET: 
一 一 一 一 一 ~ 
Τα 
[7 
| 共 16 个 
us 因 416=13X2 
HARG): PoP 的 了 一 3 十 入 
故 得 到 1+T3Xx5 一 16 EX 
2,3,1. 1. 5 1,2 3.4 8. δ 
TTT? 
LL 
15°15'30° 30730’ 
1 21 3 4 6 
35'36'35'35735" 
420 i2 » 5 1 7 1 3 1 5 1 2 4 1 3 1 1 
35'42'42'60' 60" 70° 70 84 ' 84 105 105" 105 140" 140" Z10' 4207 
共 57 个。 
| — Bazoesxsxxr 
用 公式 Cs),PaPPsP 的 下 一 1 十 3 十 33 十 3 
故 得 到 1 十 3 十 9 十 27X2=6? πες 
1 3 1 1 3 1 1 2 
ΠΑΣΗΣ 
19 1 3 1 2 4 8 1 3 1 1 3. l 
24'38'38' 57 57'52' 5776 76 114' 152' 152' 228 450^ 
456 dear. 
[8 i56 19x 3x 2 
MAE: PaP Pt {8 T—3' 3! 3*i 
MESI LESER MERR 
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( 接 上 页 的 表 ) 


14,1, 1,2,3,3,1,9 Ll, 
2'3 5'5'5'8' 6'8'8 
B1 1 3 5 15 1 3 1 3 1 1 3 5 
12'15" 6'16'16'16' 20 20 24' 24 30 32 32 32" 
18 1 1.5 1 1 3 1 5 1 1 3 1 1 
480 | 32'40'40' 48" 48 60 ' 80 ' 80 ' 96 ' 96 120 180 160' 240 480" 
dias 
Fi 4805 x 3x 25 
用 公式 (4) 得 到:1 二 3 一 87X5=49 
| 验证 无 误 
[us 
501 TR 5015 3x 167 
性 公式 (3):P:P, 的 エニ 1+3=4 
验证 无 误 
I 
101 1 1.1 1. 
324' 435’ 486 618” 1296 972 
3888 


因 3888— 2* x 35 PAP} 
用 公式 1 得 到 Pt 的 工 为 5， 
用 公式 3 得 到 PoPf 有 1+3X5=16T, 


用 公式 7 得 到 
PAPÍ= PIPP] —16-- (06—5)(4— 1248 
验证 无 误 。 
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5. 题解 , 先 分 析 由 301 至 400 的 各 个 连续 数 ,看 它 能 分 解 为 多 
少 个 因数 才 符合 应 用 求 了 公式 。 
《分析 (1) 因 最 小 4 个 不 同 的 素数 之 积 :2X 3X5Xx7=210， 
故 知 由 301 3: 400 的 整数 中 , 任 一 整数 必 小 于 5 个 不 同 素数 之 积 。 
(2) 因为 2 一 612 > 400, 用 Po > PY > D" > 400, 
故 知 由 301 至 400 的 各 数 不 括 合 取 等 ギー 條 素数 去 求 7. 即 不 
用 求 ア 公式 )。 
(3) 因为 以 了 等 于 17,37,40 分 别 代入 求 工 公式 (3 时 .有 :17 
一 1 十 3 无 整数 解 : 
37 1 -- 35 (881 -- 12,1Π 12» 9, 
40 — 1 十 3i, 得 到 /一 13, 而 13 > 9, 这 与 以 上 分 析 发 生 了 矛盾， 
故 不 用 求 荆 公式 (3)。 
GOD EPP pro az 029 14 LER EI 218135 2*8? — 4322» 400, 
故 知 由 301 3: 400 的 整数 如 取 等 于 一 个 不 同 素数 之 积 时 ,其 指数 
之 和 必 小 于 7, 故 只 能 在 PRL[ 暂 指 其 代表 仆 P 的 T, 以 下 同 ]PEP} 
式 中 选取 ， 
即 查阅 公式 有 :Pi = 24[ 即 24 个 T] 
ΠΟ ERRER. 
(5) 同上 理 , 如 用 三條 素数 的 求 7 公式 时 , 式 中 的 指数 之 和 要 
der. 
查阅 公式 有 :PP 二 13， PP,P2 22. 
P Pi 一 37, 此 式 符合 题 意 。 
PPP 
PPP = 40, 此 式 符合 题 意 。 
PPIP: 一 62， ΡΙΡΙΡῚ = 52 
(6) B] 22 X 3X 5 X7 = 420 > 400, 故 知 如 果 运 用 4 个 素数 
的 求 卫 公式 时 , 它 的 指数 之 和 必 小 于 5, 闪 查阅 公式 有 ， 
PiPiP:P,= 40 此 式 符合 题 意 。 
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综 上 得 到 以 下 的 求 了 公式 符合 题 意 , 即 : 
PPI 一 17， ΡΙΡΙΡῚ -- 31, 
P,P,Pb = 40, P,P,P,P, = 40 
现在 再 计算 由 301 至 400 ΑΗ AREETA Επ. 
Kok PIPLI P, = 2, 
得 到 ΕΕ 
这 就 是 说 ,由 76 Ξ 100 的 整数 中 有 哪些 数 等 于 某 一 索 数 的 三 
次 方 数 呢 ? 一 看 就 知 没有 。 
BHRP,-—2,. 


301—400. 
得 到 Pors” 38—— 50, 


那么 ,由 38 至 50 的 整数 中 ,哪些 数 等 于 某 一 素数 的 二 次 方 数 
呢 ? 一 看 就 知 :49 一 7 

i ΡΙΡῚ = 7 X 2’ = 392 

如 此 ,由 小 到 大 , 取 其 Ρο 和 P 之 值 去 计算 ， 

即 取 2,3,5,7, 不 能 再 取 11, 因 为 ， 


ἘΣ = 3, 只 有 一 个 整数 3. 而 3 不 是 三 次 方 数 。 


经 这 样 计算 后 ,得 到 只 有 :392 ΙΤ. 
BR ΡΙΡΙΡΙ, 
先 从 式 中 高 次 方 的 P, 和 P. 取 起 ， 
如 取 P=2, P= ἂν 
301—— 400 
得 到 23 x 3? = 36 
WA LPLPIPE— 2! X 3? X 11 = 396. 
再 取 已 一 3， 书 = 一 5， 
301 一 一 400 

X xg ggg HU 301 至 400 无 225 的 整数 商 ) 

füsn .P,PiPide 301 至 400 的 整数 中 ,只 有 
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= 76—100, 


= 9 一 一 1} 


得 到 


ΡΙΡΊΡΙ -- 8: Χ 3: X 11 = 396 
而 396 有 37 个 工 。 
FPR PPLP} 
仿 以 上 方法 ,可 得 PLPLPE 2: X 3 X 7 — 336 
故 有 :336 有 40 个 工 ， 
同上 法 可 得 
P,P,P,P,=2X 3X5 X11 = 330, 
P,P,P,P, =2 X 3 X5 X 13 = 390, 
管 :由 301 至 400 的 整数 中 有 :。 
330 = 4047, 336 — 404^ T,390 — 40 T. 
392— 174^ T, 396 = 37^ T, 
第 十 六 
1. 解 , 猫 来 回 活动 所 到 达 的 点 位 的 时 间 应 分 为 去 程 和 回程 ， 
金字 塔 图 有 16 个 点 位 ,都 是 猫 所 经 过 的 点 位 ,所 以 去 程 所 到 达 这 
点 的 时 间 是 :原点 位 十 (2 X 16 一 2), 回程 是 : (2 X 16 一 原点 
位 ) 十 (2 X16 一 2 六 .老鼠 的 行程 也 分 为 去 程 和 回程 ,老鼠 所 活动 
的 点 不 同 ,可 按 它 活 动 的 点 数列 出 计算 行程 公式 8 下 详 】, 计 算 猫 抓 
老鼠 的 时 间 和 点 位 ,是 求 出 某 点 位 上 猫 鼠 同时 到 达 的 时 间 , 现 分 别 
计算 如 下 :以 上 是 常数 ;好 0,1,2…… al 


1 号 老鼠 到 达 的 点 位 和 行程 公式 
ΜΝ, ΠΣ 
2, δα 
猫 到 达 1 号 老鼠 的 点 位 和 时 间 
12…… 去 程 公式 12 十 30k, 回 程 公式 (2 x 16 一 12) + 30k 
| 去 程 公式 2 十 304, 回 程 公式 (2 X 16 一 2) 十 80έ 


将 这 二 个 点 位 分 别 求 出 猫 鼠 相遇 的 时 间 。 因 此 ,有 下 列 方 程 ， 
求 出 最 小 的 正 整数 【下 同 了 
413 


361 + 2a) = 12 十 304 这 式 没有 整数 解 , 舍 去 。 

3(1 — 2a) = 20 + 30k 同上 

3(24) = 2 + 30k 同上 

3(24) 一 308 解 得 < 一 上 一 0 舍 去 , 取 最 小 正 整 数 上 = ig= ニ 5 
BE k = 1 代入 304 得 到 30, 

故 猫 在 当夜 0 时 30 分 ,第 一 次 回程 时 在 第 2 号 点 位 抓 住 1 号 
ZB. 

2 号 老鼠 到 达 的 点 位 和 行程 公式 


猫 到 送 2 号 老鼠 活动 的 点 位 和 时 间 


13, 去 程 13 + 30&, 回 程 (2 X 16 一 13) 十 30& 
neve 去 程 11 十 304, 回 程 (2 X 16 一 11) -- 30k 
3 去 程 3 二 304, 回 程 (2 X 16 3) 十 30k 

仿 上 例 有 王 列 方程 

3(1 + 4a) = 13 + 30k 无 整数 解 

3(1 + 4a) = 19 + 30k 无 整数 解 

3 X 2a = 11 + 30k 无 整数 解 

3 X 2a = 21 + 30k 无 整数 解 

3(3 + 4a) = 3 + 30k 解 得 上 = 1 a = ὃν 

LA k = 1 {ÈRA 3 + 30k 解 得 33 

3(3 十 4a) = 29 + 30k 无 整数 解 

故 猎 在 33 分 钟 第 二 次 去 程 时 在 第 3 号 点 位 抓 住 2 号 老鼠 。 

3 号 老鼠 活动 的 点 位 和 行程 公式 
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1-62 
去 程 2 十 64 回程 6a 
去 程 3 二 6 回 程 GX4- 3) 十 6a 
m 4 - θα 
猫 到 达 3 号 鼠 活 动 的 点 位 和 时 间 
16 + 30& 
去 各 14 十 30k, 回 程 (2 X 16 — 140 十 30k 
去 程 10 十 308, 回 程 (2 x 16 10) 十 308 
去 程 4 十 304 ,回程 (2 X 16 一 4) 十 30& 
仿 上 例 将 所 得 到 的 11 个 方程 中 有 整数 解 的 演 解 如 下 ， 
AC + δα) = 16 + 304 Bik—2.4—3 
Ub k = 244A 16 + 308 得 得 76 
4(2 十 62) 二 14 十 30k ” 解 得 二 3.4 一 4 
LA k = 3 代入 14 + 30k 得 到 104 
4X 62: (2X 16 - 1 +30 {ΗΒ E — 1a—2, 


UL k= LARA 18 十 30k 得 到 48 

4(4 + δα) = 4 + 30k fS E— 2,a 二 2， 
以 类 一 2 代入 二 十 30& 得 到 64 

AG + ba) = (2X 16 — 4) + 308. Ik= 2.23, 
LAE = 24RA 28 + 30k 得 到 88 


故 猫 有 5 个 时 间 【 如 上 ] 均 能 抓 住 3 号 纪 , 而 最 早 时 间 是 ,当夜 
Φ 48 分 钟 第 二 次 回程 时 在 第 14 号 点 位 上 。 
4 号 老鼠 活动 的 点 位 和 行程 公式 
1 + 4a 
去 程 2 十 44, 回 程 44 E 2a 
3 + 4a 
猫 到 达 4 号 鼠 活 动 的 点 位 和 时 间 
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去 程 15 十 306, [8H (2 X 16 一 15) 十 30k 
去 程 9 十 30&, 回 程 (2 X 16 一 9) 十 30k 
5 去 程 5 十 30, 回 程 (2 X 16 — 5) 十 30& 
仿 前 例 将 所 得 到 的 6 个 方程 中 选 出 有 整数 解 的 演 解 如 下 ， 
5G 十 4g)=15 十 804 — fBk—La-2 
以 六 一 1 代入 15 + 304 得 到 45 
53 + 4a) =5 +30 解 得 を =1g=1 
Li k = I fRA 5 + 30k 得 到 35 
故 猫 有 2 个 时 间 & 如 上 ] 抓 住 4 号 鼠 , 最 早 是 当夜 零 时 35 分 钟 
在 第 二 次 去 程 时 第 5 号 点 位 上 。 


5 号 老鼠 活动 的 点 位 和 行程 公式 
ly 1 十 2c 
猫 到 达 5 号 鼠 活 动 的 点 位 和 时 间 
Bee 去 程 8 十 305, 8| E (2 X 16 一 8) 1- 306 
ἔξ vM 法 程 6 十 306, FIR 2 X 16 一 6) 十 306 
仿 前 例 将 所 得 到 的 4 个 方程 中 选 有 整数 解 的 演 解 如 下 
7 X 2a = 6 + 30k 解 得 上 一 4,a 一 9 
以 二 4 代入 6 十 30k 得 到 126 
7X2g 王 (2X16 一 6) 十 30& ” 解 得 &=1,a 二 4 
BA k= 14RA 26 + 30k 得 到 56 


BRA 2 个 时 间 ( 如 上 ) 均 能 抓 住 5 号 鼠 , 而 最 时 是 当夜 零 夺 
56 分 在 第 二 次 回程 时 第 6 号 位 上 。 ` 

至 此 5 号 老鼠 全 部 抓 完 。 

2. 解 : 猫 先 向 圆心 走 20 米 , 则 猫 走 的 回 周 的 直径 为 :100 米 一 
20 X 2 = 60 米 , 周 长 为 60 X 3. 1416 = 188 米 [ 只 取 整 数 部 分 3, 在 
原来 的 贺 周 上 猫 和 一 号 老 限 的 距离 是 75 米 , 设 猫 在 新 的 圆周 上 和 
一 号 老鼠 行程 的 直径 的 交点 是 α, 
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KA: 10:6=75:z — BM c— 45 
VUE BLZ (pfe EUNDI EO SECRET E ΑΠ ER A IR ΒΗ d ANE 
点 之 问 的 距离 ,如 下 图 ] 为 y, 故 有 : 
78:45 = 201 y 解 得 > 一 12 
老鼠 的 行程 [以 20 米 距离 为 一 点 1 及 其 公式 :( 示 意图 ) 


τ, 


し 9, . - . 去 程 公式 1+ 10a， 回 程 (2x 5-9+ 108 


”6. .去 程 公式 4+ Ia, 回 程 2x5-4)+ 10a 
图 解 247 
猫 的 行程 [其 小 圆周 】 及 其 公式 : (示意 图 》 


猫 的 行程 公式 
猫 和 1 号 老鼠 行程 的 交点 ， 
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45 十 188€ 


CSE ag + 188k 


猫 和 2 号 老鼠 行程 的 交点 ; 
(45 + 13) + 188k 
CŽS 45 12 + 188ὲ 
猫 和 3 号 老鼠 行程 的 安 点 : 

(45 +12 x 2) + 188& 


(ËB 4 4s — 12 x 2) + 188 


猫 和 1 号 老鼠 相遇 的 时 间 ,可 由 下 列 方程 求解 
3( 102) — 45 + 188b — fi E — 6.2 — 39, 
以 x 二 6 代入 45 -- 1886 得 到 1173、 
3[(2Xx5 一 1 十 10a7 一 45+ 1884 解 得 & 二 9,4a — 57， 


以 を 一 9 代入 5 一 1884 得 到 1737 
84 十 102 = (55 + 45) 十 1884, 无 整数 解 【会 去 ] 
188 


800 X 6 — O ^ 1022 — Ca 十 45) 十 188k, 无 整数 解 [使 
ΕΣ! 

ΕΤ 2 ΩΙ Don E ΒΤ ο Pd: 1173 2 REB 
日 晚 7 时 33 分 } 即 猎 绕 第 7 BTE 1 号 点 位 上 。 

猫 和 2 号 老鼠 相 届 的 时 间 ,可 由 下 列 方 得 求解 : 

50 + 102) 一 57 + 188} MÍS k 一 21 να = 80 
Li k = 21 代入 57 + 1884 得 到 4005 

5C(2X5—0D 104] = 51 +188} {ΕΒ ἐ-- Ίνα 4 
Bk = 14RA 57 + 188k 得 到 245 

5(4 + 10a) = 151 十 1884 无 整数 解 

5[(2X5 一 4) 十 100] 一 151 十 188A 无 整数 解 
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故 猫 有 2 个 时 间 如 上 了 能 抓 到 2 号 鼠 , 最 快 是 245 分 钟 [ 即 当 
夜 4 点 5 分 1 绕 第 2 圈 时 在 第 1 号 位 上 。 
猫 和 3 号 老鼠 相 碰 的 时 间 ,可 出 下 列 方 程 求解 : 


7Ο 一 10a) = 69 + 1886 RẸ k= ba 一 17 
以 < 一 6 代入 69 + 1884 得 到 1197 

7L(2 X 5 — D + 10a) — 69 + 188k IFR — 13,4 — 35 
PL à — 13 {ÈA 69 一 1884 得 到 2513 

7(4 + 104) 一 163 + 1886 无 整数 解 


7L(2 X 8 — 4) + 1042 一 163 — 188k 无 整数 解 
故 猜 有 2 个 时 间 E 如 上 了 能 抓 到 3 号 老鼠 ,最 快 是 1197 分 钟 〖 即 
BAR ETES? 分 于 绕 第 7 Bite 1 号 点 位 上 。 
注 : 本 题解 主要 是 使 读者 理解 演算 方法 ,因为 猫 的 行程 圆周 之 长 
188 米 是 取 60 X 3. 1416 = 188. 49… 的 整数 部 分 ,如 取 为 189 , 则 
演 解 方程 中 的 188 应 改 为 189, 这 样 演算 的 结果 当然 不 同 了 但 
i 得 到 的 不 是 整数 , 故 不 能 取 1891 特此 注 明 。 


στο 
(リマ 


DIES 
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ES [D 38 


τω 


E EKARTEA SEHA TA 


VAVA 
eR SUB ΒΑ K σὲ 


FEA ETE A h 


图 解 249 
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(oo 
c BS 


m 把 碗 中 的 油 倒 满 小 杯 
桶 中 ,再 


[XS LETT LM 


把 碗 中 剩 的 油 倒 入 小 杯 
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把 大 硫 的 油 倒 满 小 杯 


图 解 250 


【 注 :3、4 两 题 .还 有 别 种 分 法 ,请 读者 再 分 .】 

5. 8.30-- 1 81 

31 X 3-93. 这 是 小 动物 本 身 生育 的 数量 
(30—10 1-21 

i X 21 x 22 — 231 

231 X 3 = 2070. 这 是 第 三 代数 量 GO 
(30—10x2)4-1-11 

XU X12X13=286 


286 X 3$ — 7722 ”这 是 第 四 代数 量 GO 
(30 10x Dc-1-] 
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ixs3'—81 这 是 第 五 代数 量 OO 
1 + 93 + 2079 + 7722 + 81 = 9976 
答 ΒΗ 30 天 小 动物 总 数 是 9976 H 
Ur] 从 第 三 代 起 ,每 次 生育 数 的 指数 每 加 一 代 , 其 指数 加 1,30 
以上 有 (※) 号 者 ,为 什么 ?请 读者 自己 去 理解 。 
6. 解 ; 设 参加 比赛 的 人 为 ,因为 每 人 对 赛 一 局 ,采取 循环 赛 ， 
故 知 每 人 都 赛 了 (= 一 1) 局 ,既然 是 二 人 对 赛 一 局 , 则 这 一 局 是 你 
的 一 局 ,同时 也 是 我 的 一 局 ,因此 以 总 人 数 乘 每 人 所 赛 的 局 数 再 除 
以 2, 就 是 全 单位 对 赛 的 局 数 .或 者 以 每 一 人 先 轮 完 其 余人 ,那么 ， 
第 二 人 除了 已 和 第 一 个 人 赛 外 ,又 要 再 和 少 一 人 的 其 余人 比赛 ,如 
此 递 次 威 一 ,直至 最 后 剩 下 二 人 对 赛 ,也 即 : 第 一 人 先 赛 z — 1 局 ， 
第 二 人 赛 + 一 2 局 ,…… 最 后 1 局 ,可 知 总 局 数 等 于 由 1 至 (x 一 1) 


的 连续 数 之 和 , 故 可 得 方程 ; 
六 十 (之 一 1)(z 一 1) 
105 — 2 


变形 为 < 一 + 一 210 一 0 
因 式 分 解 为 :(x 一 15) (x 十 14) 一 0 
得 x15, テー ニー14 

去 掉 负 数 
答 ”参加 比赛 的 人 数 有 15 人 。 


整理 得 :公元 2 .. 105 
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附 方形 图 中 心 数字 表 
ERE Eust ΕἼ 
ιν, ον 
NS AS | upa "T" 多 
ERE | 公 少 
式 个 
PER 分 
数 
2 L 1 
Ks 25.8 : 
mmus D 
nm O 
ΑΜ) 
PII 
3 lol? : 
4 ユエ 1 2 
p| z'a 
{1) 
ト FU 
5 i 
wj ! 
A|1121 
$ w| 了 Ν 
Pi 
7 1 
dy | 了 - : 
8 EM 3 
P 1'4'8 
| a 
Ρα 1 
9 ll 
| 3 9 : 


注 : 有 4 个“ 分数 " 的 属 复数 4 
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Γ᾽ 1 2 1 
1 
10 4 Σεξ ας 4 
fll 
1 
n wj 
B 
12 7 
B j 1 
14 4 
15 4 
16 4 
17 1 
8 ? 
19 1 
j 
20 i ? 
- L- 
21 $ 4 
2 
22 五 4 
28 1 
24 10 
ΣΕ 
25 là 
L a 


注 : 有 7 了 个“ 分数" 的 属 复数 五 
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1121 
26 4 7cF'13'13726 
P 
27 
a 
B 
28 7 
a 
Pai 
29 σα 1 
Q2 
1 1 2 1 2 3 1 5 1 3 1 2 1 
30 (9) Eras 5'6'6 1031615130 13 
P 
31 1 
a 
P 
32 5 
o 
n 
33 4 
《2 
Α 
34 4 
[2 1 
A 
35 o 4 
j 
1 1 2 1 3 3 1 2 4 1 1 1 
36 (ΣΤΕ ΕΣ ο ο ορ 12 
アト ュ 
3T *7 1 
i3 
A 
38 4 
[2] 
4 
39 4 
o 
y 1 1 1 2 4 1 5 1 1 1 
40 η 10 
ユー 
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续 表 


6 1 3 1 2 1 


42 παρ n 
43 1 
u (3) PETER ? 
5 n r 
« nm EP 
23'23 '46 
47 1 
48 Enea | 1 
49 2 | 
50 7 
51 4 
52 | 7 
53 1 
s すす το 
55 7 4 
το » 10 
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20'20' 30 ' 60 


70 


5 3 7 1 5 1 2 1 


18 
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Α 
τὰ LO Igi 4 
|. qi| PODIUM 
1 
7 
4 
, 1 1 112 3 6 1 3 1 1 
78 9 ! 18 
" 
1 
79 1 
a | 79 
1 1 1 18 
4 
4 
j- 
22 
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ーー ュー 
85 
88 
87 
88 
zT ー ー ー 
9) 5 


90 a 


3.3 2 1 3 1 1 3 1 1.3 1 1 
2'8'3'4'4'5'8'8'12'16'16' 24' 32^ 
96 D 
i エエ 
: 32'48'96 
Pa 
97 $5 
a | 7 
" ー 
98 
(3) 
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续 表 七 


Γ 99 Hu H 了 
ーーーー 1 
1 1 1 2 4 1 1 4 1 
20 | D [| qp ο Us 1020 28 2525 807100 12 
Pr 
101 Ωγ 1 1 
2 LL 2 1 1 2 3 6 1 3 1 2 ἃ 
we |© ο ο το | 1 
P 
1 
103 mm los 1 
10 ojt A on 10 
5 1 7 J 5 1 8 1 
105 , B B D ^ D B D 
7 15 15 21 21 ”35 35 "105 19 
|-- ー -j 
106 4 
107 1 
F 11 2711 1 1 2 | | 
m $'$'9 μα 
PD ` 
109 της 
aD 109 1 
1 2 2 5 10 1 5 
116 ^ "EG , B B ^ ο B B 3 
e 2'5'5'10'11'11'11'11'22 '22' 55 18 
d. ーー 
4 i 
1n L. 
2 | 3 ^ 
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BRA 


T T 
lild 2 4 1 7 2 1 7 1 1 1 
uolo pet EE are Eea Ἡ 
- P 
118 qiii i 


122 MES " 
w|? 
A 

123 4 
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T 
| 3 
im | 2 
」 | 
127 ! 
|- - - - — o] 
P 
128 7 
a 
Αι 
129 / 4 
ὩΣ! ; 
| J 
| 10 1 1 2 1 
0 ὶ z, "ei 
130 e 1326726 85 | 
131 Fd 1 
qa) | Isi 
132 | 22 
| i 
A 
133 4 
<⑫ 
4 
1 201 
134 Tupeuu I 


eI 
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135 の | エエ きま 1 5 1 1 8 1 1 1ο 
136 | 10 
P 1 
137 elim 1 
138 の | エエ 2 TL 1439514121 [us 
" 
1 
149 mk 1 
1 1 1 2 4 1 2 4 8 7 8 
12'4'85'8'8'7'7'7' T'10 10714714" 
140 | 0D 1 25 
aA P $ 1 2 4 1 I 
A 
141 4 
a 
A 
142 4 
o 
, ΕΑ 
43 |] 4 
a 
Ma (の 22 
1 
145 ^ 
4 
a 
146 ^ 
4i 4 
| 
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续 表 十 一 


| 5 
147 7 
a» 
B 
148 1 
(3) ΕΗ 
P 
149 1 
a 
11220231 5 1 3 12 1 
2'3'3'5'5'5'6'6'10'10' 15" 15' 25" 
150 (| 0 22 
1 すす 1 
25'25'25'30'50'50' 75 "75 "150 
P 
1 
151 τα 1 
151 
ai | d 
isz | | ユ 1 Λες 10 
トー イイ: 本 
153 7 
«Ὁ 
112 1 2 7 ) H7 1 2 1 3 
BA | O ΣΤ ΤΠ ΠΤ ate ρα. 
A 
115 1 
155 Ων | αι τὰς 4 
1 12 10 3 1 1 1 2 3 4 6 12 
2'3'3'4'4'6712'13' 13 13 13 13 13^ 
16 | (D 22 
2,3,1,2, 4,1,4, 1,1 
26'26'39'39'39 '52' 52 T8 ' 156 
PI 
15: ld 1 
A 
158 4 
a 
á|1135 1 
159 {ον | 3881 τα τος 4 
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a» 167 
1586 | の 31 
P 
1 1 
199 a) | 137169 2 
11 112 51 1 $ 12 1 
Ho ] 0} | ΣΕ To Ir I7 τπτ T 34 $C GS | 8 
Γ B 
in 了 
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续 表 十 三 


uo Ë SLL, a, 7 
(D | 2/4'43'43/43' 867172 
P 
1 
173 "TERT H 
12 3 6 1 3 1 2 i 
m oqo 9"59 29 29 8 s8 ar aria | S 
zs | 7 | エエ 5 Pd 7 
(3) ΕΑΑΚ 175 
| エエ ュ ュ 1 2 4 8 1 mn 1 1 1 
576 | 17 
A 
177 4 
[5] 
A 
178 4 
[C 
P 
1 
179 a 179 1 
ig | < の 37 
P 
H 
1 μα 
a | ΠΒ 1 
1 13 101 2 7 1181 7 1 2 1 3 
18 | 
i 


437 


1 1 3 1 
εν ΕΝ 4 
183 ^ s'est 
14 | (3) 10 
Aaji ュ 1 5 1 
185 | | ασ μτ τες 4 
1121 1 1 2 1 à 
186 | の verOPCROSDGUGDGIGUG | D 
A 
187 4 
[on 
B 
188 7 
D 
as | (3 10 
1 1 2 1 1 2 5 10 1 5 1 2 1 
ni OD TUPUS I0) 18 19719 88 38 85 $$ Do | 13 
Pai 
LEER 1 
21,1213 1 1 3 1 1 31 1 
2'8'3'4'4'6'8'8'12'189' 1624 32" 
i192 1 <3 19 
2,4,1,3 1 1 
32'48'64'54' 96192 
P 
1 
w3 | o lIs 1 
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194 4 
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1 1 3 1 3 $ 1 13] 5 1 3 1 
16 [ο | 33 18 
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续 表 十 五 


1.1 1 2 4 1 1 12 4 1 1 
Be | D [yer 28 39 39 39 981196 12 
Pla 
9 | ΤΡ 1 
3,1,2,3,$ 9 1 
"uturummrntntietiet 
198 | {4} - 
Pli 
7s αν {τος 1 
dol 1 2 4 1 5 1 1 1 2 4 8 
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40'50'100'200 
A 
113 1 
201 Ων | 3 82 57801 4 
ο τα ας Σα 4 
《2) | 2 '101'101'202 
j A 
1 1 ? 1 
203 | | T3929 308 4 
1.12 1 3 1 1 1 2 3 4 6 12 
2'38'3'4'4' $' IZ 17 42 17 17 37 177 
204 | 4} 22 
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29: ^ 
5 4 
a 
| 4 
206 4 
a 
-- 
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Β 
207 | qe | 3178 12825 23 89 20 
1 1 1 12 4 8 1 IS 1 1 1 1 
208 9} E ΠΒ 1810 13361826 $2006 108 | 13 
Α 
209 4 
[o 
9'10'14 "x 
210 | 0) 40 
10 1 7 1 2 3 6 1 5 1 3 1 
21' 30' 30' 35* 35' 36’ 35' 42’ 42" ΤΘ’ το” 108" 
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105’ 215 
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B - 
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a 
A 
213 
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ze | (7 24 
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续 表 十 七 
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28 4 
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1 11241 4 5 10 1 1 
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221 4 
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续 表 十 九 
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Α τα 1 2 1 
a | (n | σποτ τες 4 
1 13 1 1 3 5 5 1 5 1 3 1 
35 ο is 17 T017 17 31'351 85" ος 13 
Ῥ 
256 8 
«Ὁ 
Pg 
257 "m 25 H 
2 112112 3 $ 1 3 1 2 1 
258 D312 | 13 
A 
259 4 
qi 
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260 

261 

262 
Pa 

263 a» 363 1 

264 | < の 3 
Α 

265 4 
e 

13 2112 7 14 1 7 1 2 1 

νυν 
Α 

267 4 
(の 
B 

268 7 
<3 
P 

269 1 
o 
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续 表 二 十 二 


112 1 2 3151 2 5 1 3 
2'3'3'5'85'5'6'6'9'9'9'19'10" 
9 1 2 1 8 1 2 5 10 1 1 2 1 
270 e 10'15'15'18'18 27 27' 97 27 80 45 4884 | 31 
$1 1, 21 
54'90'135'135270 
P 
H 
271 "HE H 
うほ 1 エエ 11 1 2 4 8 16 1 1 1 1 
2 D D ΠΤ ΠΤ ΠΤ D "Ti ᾿ 
27 G | EE EPI | 1 
» 1 1 3 1 3 7 1 133 1 7 1 3 1 
νο 
Α 
274 4 
[ο] 
275 κ 
(3) 7 
ユエ ユエ 2 1 3 1 1 1 2 3 κ 6 12 
2'8'3'4'4'$'12'23 23 23' 23 23237 
re | (Ὁ 22 
P 
H 
277 "p + 
4 
278 4 
o 
— 
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τι H l 
2 工 , 工 dod 7 
279 B 3 "9 '31'31' 31 ' 93'275 
1 2 4 1 2 4 5 1 5 7 1 
US'S5'85'7'7'7'7'8'8'8'10* 
8 1 7 1 8 1 2 4 B 1 7 
280 | 9 4'14'2020' 2828 38 35 3638140140 | 31 
1,5, 1,1, 1 
86 86 70 140 280 
Ῥ Γι 7 
æ | oola 1 
; 1,1 2 1 1 2 3 6 1 3 1 2 1 
BR | {3} ΣΡ. e ar aT aT ar 1 
P 
。 ES 
283 a 283 α 
B»11124 1 1 
284 | | YU ΠΠ ΤΙ RITE 7 
1 1 3 10 10 3 5 15 1 5 1. 3 i 
55 | (O ο ο ο το 0$" 19 8708798 987 Ἴδε | 13 
1 1 2 1 2 1 1 13 1 1 1 Σ 1 P 
Bs |D | ΟΣΕ ΝΗ 
A 7 1 
287 o 11387 4 
1.12313 113 1 2 4 81 
2'3'3'4'4'6'8'8'9'8'9'9'1 
1 3 9 0 1 1 3 9 1 1 1 1 
288 2 308261 | 27 
ER 
E 
Pra 
289 | (0) | E 2 
1 12 1 1 2 s 101 5 1 2 1 
ο πι ο £57 20729 P8 BR Glaser | 8 
291 l 4 
—— 
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11124 1 1 


292 (| B4 03 ΤΕ ΤΕ’ 1487292 7 
. 1 
3 σος l 
293 "mE: 
à 1 2 1 1 2 3 6 1 3 1 2 1 
2'3'3'6'7'7'2'7 1 14 Z1 21 42) 
294 (Ὁ 22 
12 3 6 2 3 1 2 l 
A 
295 4 
[o 
11,1124, 8 1, 1 1 
399 4148 E96 10 
111 9 1311 1 
297 | 二流 ΤΊΣ ΣΤΕ 10 
A 
1 1 2 1 
298 | の) | Z IS TD 298 4 
Αρα ) 1 1 
299 (ο | τα ΤΕ’ σὲ’ το 4 
o1 2 1 3 12 3 4 1 5 1 8 
2'8'3'4'4'$5'5'5'5'68'6'10'10" 
3 1 5 1 2 4 1 3 1 2 3 4 6 I2 
300 j (D 323239" 18 "15 20 207 25 28 28 25 28 "18 | 37 
1 1 3 1 1 2 4 1 3 1 1 
75 '100'100'150'300 


注 ;P 是 案 数 (包括 京 数 的 多 次 方 数 ) 
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后 记 


朋友 都 说 我 的 性 子 很 回执 ,但 我 就 认定 ,如 果 没 有 这 个 性 子 ， 
这 本 书 到 现在 决 不 会 写 出 来 。 

我 净 爱 数学 ,从 童年 起 就 是 个 数学 迷 。 八 十 年 代 初 期 ,我 的 同 
学 陈 昌 宏 君 (他 在 琼 山 市 教师 进修 学 校 执教 多 年 ) 曾 建议 我 写 一 
本 关于 推理 方面 的 数学 书 , 而 我 的 确 也 有 这 个 愿望 ,所 以 十 多 年 
来 , 几乎 所 有 的 业余 时 间 都 用 在 数学 上 , 甚至 达到 废 察 忘 食 的 地 
步 , 妻子 和 朋友 多 次 劝 我 注意 身体 健康 ,但 我 总 是 听 不 进 耳 ,成 了 
一 个 和 名副其实 的 固执 人 。 

经 过 潜心 钻研 ,今天 必 不 定 方程 的 整数 解 和 填 数 法 》 终 于 癌 
世 了 , 凤 愿 实现 ,此 时 此 刻 ,我 的 心情 非常 煌 动 。 

写 书 难 , 但 出 书 也 难 , 本 书 在 出 版 过 程 中 承蒙 很 多 亲友 的 关心 
和 帮助 ,最 后 才能 付 梓 , 际 此 ,我 对 亲友 们 表示 衷心 感谢 。 

数学 和 我 已 结 下 不 解 之 缘 , 不 定 方程 在 我 的 脑子 里 好 像 春 潮 
带 雨 ,使 我 意犹未尽 ,“ 学 海 无 涯 ” 愿 与 读者 共勉 。 


作者 
一 九 九 四 年 六 月 于 海口 
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